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MEHANIKA 


1,1. Procijenite koji je sat (kao instrument za mjerenje vremenskih intervala) 
točniji: Loa 
a) onaj koji povremeno kasni i povremeno rani, a u prosjeku kroz duži 
vremenski interval ne pokazuje veća odstupanja od točnog vremena; 
b) onaj koji stalno rani (ili stalno kasni), i to uvijek za jednak i poznat iznos 
u jedinici vremenay 


B> b) Pomoću takvog sata može se vrijeme točno odrediti. 


1.2. Zenonov paradoks: Kornjača brzine 2x (0,1 m/s) ima početnu prednost od 
So (9 m) pred Ahilom koji ide brzinom », (1 m/s). Zenon tvrdi da Ahil nikako 
ne može stići kornjaču. Naime, dok Ahil prijeđe put sy kornjača se odmakne 
za neki put s,; dok Ahil prijeđe i s, kornjača se odmakne za neki dodatni put 
s» itd. Primijenjujući Zenonov način razmišljanja pokažite da će Ahil ipak stići 
kornjaču! 


> Put što ga kornjača prevali u beskonačno mnogo Ženonovih intervala jednak je: 


go eo s So Velv So vE[v2 
kera ajn ra sai g, PORA 
iZI iZI VA VA VA 


+r.e= 


Š (ua\! v 
k 
=y (Z)o=s—“—=im 
v v 


i=1 Aj A — Vk 
cg 
Dotle Ahil prevali put: sa= Xs=so+s=10m 
i=1 
1.3. Riješite prethodni problem kinematički. Za koje vrijeme i'na kojem mjestu će 
Ahil stići kornjaču? 
“= SA = VaAt. Iz uvjeta sa = sx + so proizlazi: 


t=— 2% _10s8 &=im  s=10m 


1.4. Može li tijelo u nekom času imati brzinu nula, a da se u isto vrijeme giba 
jednoliko ubrzano? 


PB Može. Ako akceleracija i početna brzina imaju suprotan smjer, brzina je jednaka nuli u času 
Vo : 
' 


t= 
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1.5. Kišne kapi padaju stalnom brzinom 
v»=2 ms"! okomito na zemlju. 
Brzina kapljica je konstantna zbog tre- 
nja sa zrakom. Pod kojim kutom pre- 
ma horizontali treba biti postavljena 
uska cijev na kolicima koja se gibaju 
konstantnom brzinom .v, = 10 msr"!, 
a da pri tome kapljice ne udaraju o 
stijenke cijevi? 


u 
u. 
“—-_——_—__— 


=———__ 2 


+ 


! 


D> Kapljica kiše giba se u odnosu na kolica verti- na 
kalno brzinom v», a horizontalno brzinom — v. io 
Za postavljen uvjet da kapljica ne dodirne cijev vrijedi: 


tga= == = 1/5 > a = 11,3" 


1 


1.6. Izračunajte visinu s koje je tijelo pušteno da slobodno pada ako posljednjih 
ly =15 m puta prijeđe za ty =0,4 s. 


bi!= Te — ukupan je prijeđeni put u vremenu t 


l“=voati + p £12 — prijeđeni: put za vrijeme t, je 1, pod uvjetom da na početku toga puta 
tijelo ima početnu brzinu vo1 

Vor =g(t— ti) — tijelo je postiglo brzinu vog, padajući u vremenu £ — ft, 

Rješavanjem tih jednadžbi dobivamo: 


l 1 
(= b+zn>4025>h- Ze — 1937 m. 


: 1.7. Teretni vlak se kreće jednolikom brzinom v, = 10 m s"!. Za njim naiđe 

: putnički vlak brzinom v» = 30 m s-!. Strojovođa putničkog vlaka počinje 

E kočiti u trenutku kada je razmak između vlakova /, = 200 m. Kočenjem 
se uzrokuje stalno usporenje a == 1,5 m s-ž. 


Izračunajte da li će se vlakovi sudariti. 


—> a) Promatrati započinjemo u trenutku kada počinje kočenje u sustavu koji se ne giba: 
t=0 
lop = 0; Vop = V2 


lr =1lo; Vor = Vi 
za teretni vlak vrijedi: 

lr = lor + Vort 
za putnički vlak vrijedi: 


le = lop + VoP t + (5) 12, 


VAR GE EU RR BTS REV 


U trenutku sudara bilo bi: k=l=il 
I= lo +Yt 


a 
I=vt-—t? 
2 2 


52 +0—v)t+l=0 


— (Vv1 — V2) + Vo, — 02)? — 2alo_ 


di = 
* a 


Za dane vrijednosti rješenje je imaginarno. Vlakovi se neće sudariti. 


1.8. Iz vrha tornja istodobno se bace dva tijela jednakom početnom brzinom 
Vo =10 m s-! pod kutom a, =30" odnosno a, = 60% prema horizon- 


tali. Odredite: 

a) udaljenost među tijelima nakon t =2 S; 

b) brzine tijela u tom trenutku. 

c) Na kojem se dijelu putanje nalaze tijela u tom trenutku: na silaznom 
ili uzlaznom? 


—> a) Razložimo gibanja po osi x (horizontalni smjer) i osi y (vertikalni smjer): 
i 1 1 Jama 
Yi ZzVatsina, 2st == —9,62m y 
Xi =Vatcosajy = 17,32 m 
Y2 = Vaotsina, — is — 230m 


X2 = Vat cos az = 10,00m 


Primijetimo da se tijela nalaze ispod osi x u 
t = 2s, što ne odgovara pretpostavljenoj slici. 
Udaljenost dviju točaka u Saija ko- 
ordinatnom sustavu je: 


D= Vo. —y9i)?+Gk2— ni) = o 


se 2votsin 2 10,35 m 


b) Komponente brzina u pojedinom trenutku su: 
Vi =V0CoS a, = 8,66ms-! V,2 = Vocosaz =5ms-! 
Vi =VoSina, —gt=—14,63ms-! Vy2 = Vosina2 —gt = — 10,96 m s-i 


Iz navedenih relacija slijedi: 


vQ)=Vv,ž+roi=1699ms-!t vi) =Vođroi=1205ms-! 


€) Budući da su y-komponente brzina u oba slučaja negativne, MENJA da se oba tijela 
u drugoj sekundi leta nalaze na silaznom dijelu putanje. 


1.9. Bombarder leti horizontalno na visini ž = 1000 m brzinom v, = 720 km/h 
(200 m/s). U trenutku kada je opažen nalazio se iznad protuavionskog topa 
kojemu je početna brzina taneta v» = 400 m s-!. Izračunajte pod kojim 
kutom elevacije a treba gađati avion da bi bio pogođen. Gdje se našao avion 
u trenutku pogotka? 


B> U trenutku sudara prijeđeni put aviona i taneta duž x-osi mora biti isti: 
Vi 
Xr ZE=Vt=X2=Vv2c0sa-*t= CO A a 
2 
Vrijeme za koje je tane došlo do aviona izračunamo iz relacije: 


k=o,sna-1— g 


i 2 «inž 
gs EE nE St sise, 
8 8 8 


Za to vrijeme avion je prešao put: 


Xi =Vit = 200 * 3 = 600m 


1.10. Izračunajte kut elevacije p pod kojim 
treba baciti kamen brzinom 7, = 
= 20 m s"! s podnožja kosine čiji je 
kut 8 = 45", tako da bi pao: 

a) pod pravim kutom na tlo; 

b) što dalje. 

Izračunajte na kojim udaljenostima na 
kosini padne kamen u a) i b) zadatku. 


> Riješimo problem u koordinatnom sustavu 
kojem je os x duž kosine: 


Vx(D) =vocos(p — B) — gsin Bt (1) 


v,() =Vsin(p— B)—gcosf .t (2) 


x(D) = Vo Cos (p — B) * i1— žgsnf e (3) 


9(D = Vosin (Pp — Bt gcosh +12. (4) 


2) Uvjeti: y() = 0, te v,=0iz (4) _ slijedi: 


_ 2% sin (p — B) 
= gcos B () 
Uvršteno u (1) daje: 1 =2tg(p—B) -1gB 
E 2 
gg= iii Sari PB _3=p-7134. 
x =23,07m 


b) Uvjeti 2 = 0 (uvjet čkuremajis 20 


dp 
(5) uvrštavamo u (3) 


_ 9% sin 2(p — B)_ 2vg sin B sin? (p — B) 


«(p) g cos B gcosž B 


dx(p)_ 2vcos2(p—B) _ 4všsin Bsin(p — P)cos(p — B) =; 


——_ m jj... LL i a E 


do g cos B g cos? B 
cos Bcos2(p— BP) —sinBsin2(g— B) = 0 


cos (8 +20—2B)=csQ2p—B)=0 peba = 615. 


Kmaka = 23,89 m 


1.11. Na ploči polumjera R == 20 m koja se okreće 
kutnom brzinom ow =0,05 rad s-! kreće se 
čovjek brzinom v' = 0,6 m s“! u odnosu pre- 
ma ploči. Izračunajte brzine i akceleracije 
čovjek4 u točkama D i A, odnosno u DiE 
u odnosu na Zemlju (zanemarujemo vrtnju 
Zemlje), i to kada se 
a) čovjek kreće od S do Ai 
b) od B do E po tetivi koja je zar=12 m 
udaljenja od središta. 


Bb a) Brzina čovjeka s obzirom na Zemlju jedna- 
ka je zbroju brzina točke ploče i brzine čovjeka: 


—> > > 
v=V +v. 


Dijagram brzina u točki D prikazan je na crtežu. 
viD)=VočD)+oi=Vrro = 
=085ms-!. 


Analogno imamo i za točku A, samo što je brzina točke 
A 2(A) = Ro, pa je: 


ia Bod deia 10) 
v(A)=VožFRŽo = 1,17 ms-!. 


> -> > 

Akceleraciju čovjeka čine: radijalna akceleracija točke u kojoj se čovjek nalazi a, = 0 X 9%, i Corioli- 
> > -> > 

sova akceleracija a, = 20 X v', jer se čovjek giba u sustavu koji rotira. Primijetimo da je vektor cy 


okomit na platformu i »gledar u sliku prema pravilu des- 

nog vijka s obzirom na okretanje ploče, 

Za točku D dijagram akceleracije prikazan je na crtežu: 
a(«D=Vrotra4očvi =6,7ms-?. 


Analogno je i za točku A, pa imamo: 


a(A)=VRTo* + 40v? = 7,8 cms"? 


b) Dijagram brzina u točki D pri kretanju čovjeka 


od B do E, prikazan je crtežom. 
v VolD) 


vaDD=ro—v=0 


CI 


Dijagram brzina u točki E prikazan je crtežom. 


/ 
vE)=VvT+Ro—2vor=08ms-i. / > 
/ VE) 
/ 
Dijagram akceleracija u točki D za kretanje čovjeka od / 
B do E dan je na crtežu. ajA i i i JI 
a«D)=20v—rož=3cms"-2. Je Psa 
S, | 
a Dijagram akceleracija u točki E dan je na crtežu. aa i 
x bs 
dQE)=V402v? + R20*—4o?vr=5,0cms". bh 
i &(D) 
nagi rza 7 
La 
d4D) 
H 
S 


1.12. Automobil kruži po putanji polumjera R = 30 m brzinom v, =20km h-! 
(5,56 ms-!). U nekom trenutku počinje ubrzavati tako da mu se brzina 
povećava jednoliko za b == 0,05 ms-!' za svakih pređenih L = 10 m. 
Nađite kinematičke veličine: /(£), v(2), a(f), a,(2), ai O(1), v(t)t a(t). Ko- 
like su vrijednosti tih veličina poslije ty == 1 min od početka ubrzavanja? 


B> Iz uvjeta zadatka: 


vl) = va + kl, gdje je k=1 


t 
Tu [e 


0 


i iz definicije brzine imamo: 


22d SLAZIAILN 


di 
dz -n+u- [52 


Iz toga slijedi: 
10) = 2 (e - — 1); 1(t1) = 388,7 m 


a =voet; v() = 7,50ms-! 
0 (= = = PE (&*t— 1); O(E) = 12,96 rad. 
2 o()= ka = 2 et; o (1) = 0,25 rad s“! 


a 


a=80= est; a(ty)= 1,2510-?rads-? 


2 
a4()=0(R= .2 €; a(dt)=1,815ms-2. 


ad)=90R=vkeč; a(t)=00375ms-2. 


1.13. Pri čelnom sudaru kola i čvrste prepreke akceleracija (usporenje) prostora 
za putnike, ovisna o vremenu, obično se opisuje ovako 


a = \ 7 Zmoks sn ot, O<t< alo 
0 t > zlo 


Pretpostavimo da neka kola pri brzini vo = 54 km/h udare u zid i da se 
prednji dio tako sabije da se prostor za putnike pomakne za daljnjih / = 
= 60 cm. Nađite: g 

a) položaj putničkog prostora u ovisnosti o vremenu od trenutka dodira 
(t = 0) do potpunog mirovanja; 

b) položaj putnika u odnosu prema kolima u svakom trenutku sudara. 
(Uzmite da je sjedalo horizontalno a trenje sa sjedalom zanemarivo); 
C) maksimalno usporenje putničkog prostora i ukupno trajanje sudara. 
Nacrtajte dijagram akceleracije kao funkcije. vremena. 

d) Odredite može li akceleracija putnika u nekom trenutku biti veća od 
Gmaks* H 

e) na osnovi prethodnih razmatranja opišite koja je razlika između opisanoga 
i ako je putnik vezan sigurnosnim pojasom. 


> a) Iz izraza za akceleraciju odredimo brzinu putničkog prostora: 


dž1 j . 
G= Ta — dmušinot 


dl Gmaka 
"== o 99et+C. 


Primjenom početnog uvjeta da jeu zr =0 


: Qmata 
V = vo dobivamo: Ci = V9 —_ eZ i= 


sd s Ž 


Grmaks _ Gruaks 


“eo 0 y 
Zaaka = 224. Pot, 20 
4 Vo/2 v 2 (1 + cos og) l 2 +zasot + C2. 
Budući da je ut =0, 17 = 0, onda je C, = 0. ' 
_ 2 sin ot 
o (+ = ) (1) 
b) Iz uvjeta ovog zadatka proizlazi dase putnik giba jednoliko s obzirom na tlo, tj. s = #0t 
za-i=2%(,_ sin ot 30 ba 
žesei zi =: )- (2) (9) 
C) Za t = njo kabina prijeđe put / ==60 cm 
pa primjenom izraza (1) imamo: 20 
= 2I 0,085 
(0) Vo 10 
Gcaka = = = 29437m 5-2 = 30g 
(g = 9,81 m s-?). O 002. 004. 006 0,08 t/s 


d) Može. Ako putnik nije vezan, on će se gibati prema naprijed brzinom va. Kako se još i put- 
nički prostor giba brzinom v, energija koju će on predati udarcem u neki dio kola je A VW, = 


= 5 (vd — v2), obavljajući pri tome rad A = F z. F je prosječna sila kojom putnik djeluje na 


stijenku kola u sudaru. Iz (1) i (2) vidimo da putnički prostor u prvim trenucima sudara prevali 
veći dio svog puta nego putnik. Time nije malen samo zaustavni dio puta g nego i brzina v. Bu- 
dući da je put malen, sila će, a time i akceleracija, biti velika. Izjednačenjem disipirane energije 
i izvršenog rada dobivamo: 

vd — v? 


ža vsvisni, 


a = 
Očito je da putnik može pretrpjeti akceleraciju mnogo veću od maks 
e) Stegnuti pojas omogućuje da se energija putnika predaje na gotovo čitavu putu pomaka put- 
ničkog prostora, Nadalje, pojas se i sam nešto deformira tako da se taj put još produži i time 
usporenje postane znatno manje od usporenja putničkog prostora. Naravno, ne dolazi ni do udarca 
putnika u kola. : 


1.14. Konj vuče kola, a kola vuku konja jednakom silom u suprotnom smjeru 
(3. Newtonov zakon). Proizlazi li iz toga da konj ne može pokrenuti kola 
iz stanja mirovanja, niti ih ubrzavati? Obrazložite odgovor. 


B To što konj može pokrenuti i ubrzavati kola ne znači da ne vrijedi 3. Newtonov zakon. Sile 
po 3. Newtonovom zakonu su sile unutar sistema (u ovom slučaju konj — kola) pa ne djeluju na 
gibanje sistema jer se poništavaju (vidi sliku). | 


F T T R, 


F — sila kojom se konj odgurava od tla 


T — sile u hvatištu između konja i kola (to 
su sile po 3. Newtonovom zakonu) 


Fi: — sila trenja koja djeluje na kola 


Ako je F > Fi, kola se ubrzavaju, aakoje F=fF, 
kola idu konstantnom brzinom. 
Primijetimo: da nema sile trenja između konja i podloge konj ne bi mogao pokrenuti kola. Naime, 


sila _F je reakcija na silu kojom konj djeluje na podlogu, pa je, prema tome, to sila izvan sis- 
tema konj — kola. Ta sila ne bi mogla postojati da nema trenja između podloge i konja. 


1.15. Tri su tijela međusobno spojena nitima. Kolike su napetosti T, i T, ovih 
niti: 
a) ako je podloga savršeno glatka; 
b) ako: je faktor trenja prema 
podlozi u == 0,1; m 
Neka je m, =2 kg, m, =4 kg, 
m; =6kg, Ty; =24N 


> a) Upotrijebimo 2. Newtonov zakon: 


T 
Ta= (mimo +m)a>a= grm, 29 
mes 2 Ma + M2, asu 
T,=(m+m2 4“ mirmztm Ta 12N 
Ti=ma= ZI T,=4N. 


Mi+mz+ma 


b) Kad postoji trenje, napetosti T, i T2 niti iste su kao i kad nema trenja (uz isti T',), ali je akce- 
leracija sistema manja nego kad trenja nema. To dokazujemo analogno postupku u zadatku a): 


Ta — umni +mz+ma)g=(mi+m2 +ms)a 


T3 
d= 
Mi +mz2+m; 


—ug=102ms-? 


T»,—u(mir+m2)a=(mi+m2ja 


Mi + m2 


M, + M2 e 3 Pa dan 


T,=(mt+m)a+auag) = 


Analogno dobijemo 


mi 
My +mz + m3 


T,= 


1.16. Idemo u šetnju gurajući pred sobom dječja kolica. Hodamo ravnomjerno 
tako da se kolica gibaju konstantnom brzinom u smjeru gibanja. Koje sile 
pri tome djeluju na kolica u horizontalnom smjeru? 


B> Sila kojom guramo kolica i sila trenja se poništavaju tako da je rezultantna sila nula. Kolica 
se gibaju konstantnom brzinom u skladu sa 1. Newtonovim zakonom. 


1.17. Dvije mjedene kugle jednakog vanjskog polumjera, jedna puna a jedna šu- 
plja, padaju s iste visine. Otpor zraka postoji. 
Procijenite koja kugla pada brže? 


B> Puna kugla pada brže, jer je teža. Vrijedi naime, da je: 


sila otpora zraka 


a=g— a 


Otpor zraka isti je za obje kugle, no masa 24 pune kugle je veća, a time i njena akceleracija, dakle i 
brzina. 


: 1.18. Tijelo miruje na kosini. Ako postepeno povećavamo nagib kosine, kod nekog 
. “ kritičnog kuta a sila trenja (statički slučaj) upravo uravnotežuje komponentu 
i sile teže niz kosinu. Ako se u toj situaciji tijelo gurne niz kosinu eksperiment 

pokazuje da se ono giba jednoliko ubrzano. Pokažite da odatle slijedi da je 
Ž dinamički faktor trenja up manji od statičkog u,! 


> Za statički slučaj prema slici proizlazi: 


(Fax mgsina 
No mgcosa 


Ms = iga. 


Kod razmatranja up neka tijelo kliže po istoj 
kosini akceleracijom a, dok je sila kočenja zbog 
trenja dana akceleracijom a, Tada vrijedi: 


_Foo__ma __ gsna—a 
mg cos a gcos a g cos a 


up = us — 


Budući da je a 
gcosa 


g cos a 


> 0, vrijedi up < Us. 


1.19. U kojem slučaju je čovjekov napor 
veći: kad gura tačke natovarene te- 
retom ili kad ih vuče konstantnom 
brzinom ? 


Neka je ukupna težina tačaka s tere- 
tom O, a težište neka se nalazi iznad 
osi kotača. Faktor trenja je u, a a 
kut ručki prema horizontali. Čovjek 
djeluje silom F pod kutom a prema 
horizontali. (Radi jednostavnosti, silu 
trenja u osovini kotača zamijenite 
sa silom trenja klizanja.) 


> Rješavanjem 2. Newtonova zakona za oba slučaja dobivamo: 


Guranje tačaka: Vuča tačaka: 
x-os: Fcosa—uN=0 x-osi Fcosa—uN=0 
y-osš: N>Q—Fsina=0 y-0s:N + Fsina— Q = 0, 
- ——!e meno 
cos a — usin a .cos a + usina 


4 


Vidimo da se u slučaju kada vučemo kolica manje naprežemo. Kada guramo kolica, mi poveća- 
vamo silu trenja koja se suprotstavlja gibanju, pa moramo djelovati većom silom nego u 
slučaju vuče. 


1.20. Pretpostavimo da u igri »potezanje konopa« na sredinu konopa objesimo uteg 
mase m. 


Mogu li natjecatelji potezanjem konopa dovesti konop u horizontalni položaj? 


B> Ne mogu. Natjecatelji djeluju silom okomito na težinu utega, pa ive postoji neuravnotežena 
komponenta sile g usmjerena prema dolje, 
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1.21. Koliki je iznos akceleracije po- 
mičnog dijela sistema prikazanog 
na slici uz pretpostavku da u 
početnom trenutku tijela miruju. 
Zadano je a =3T, mi =2 keg, 
m, =5 kg, ma = 13 kg i faktor 
trenja između podloge i tijela ma- 
se m, u =0,25. Mase kolotura 
su zanemarive. 


B> Primijenimo 2. Newtonov zakon za svako 
tijelo uz pretpostavku da se »»2 giba uz kosinu; M, 


f=um»gcos« 


M38 — Mm3a — mog sina — umog Cosa — mia — mg=ma 


m3a—mi— m, (sin a + u cos a) 


= -1 
PRE Orao“ g=343ms-i. 


da = 


Primijetimo: da smo dobili negativan predznak, to ne bi značilo da se tijela gibaju tom akceleracijom 
u suprotnom smjeru. U tom slučaju morali bismo u jednadžbi (2) promijeniti smjer sile trenja, pa 
bismo dobili drugu vrijednost za akceleraciju. Moguće da bismo i u tom slučaju dobili ponovo 
pozitivan predznak. To bi značilo da će tijela ostati mirovati kada ih pustimo. 


1.22. Na kosini kuta a = 37" nalaze se tijela masa mn, = 
=2kgim, = 4 kg. Faktori trenja između podloge => 
i tijela su uy =0,3i u, =0,1. 
a) Kolika je akceleracija tijela masa my i m» uz 
pretpostavku da u početnom trenutku tijela mi- 
ruju. 
b) Kolika je sila međudjelovanja? 
Cc) Odredite najmanji kut a, kod kojeg dolazi do 

klizanja. 


\ 


MHE odio one 


KR I LIE NE HTRKIKI 


B> Iz dijagrama sila za pojedina tijela dobivamo ove jednadžbe: 


mzgsna — Fi; —> Fo=moaa migsina+F2y —Fi=m,a 
N,—mogcosa =0 Ni,—miygcosa=0 
F2,=uN2 Fiaa = Fa X F, =uNi. 

\ 

\ 


Rješavanjem navedenih jednadžbi dobivamo: 


: M2 + Mim 
a) a=gsna > E a 00sa + = 0,47 g = 4,6 ms“! 
(M1 — M2) Mi M12 Cosa 
b Fa => g =2,09N. 
) 21 mi Ema g 

Iz uvjeta a=0=>tga > e im = 0,1667 

my +m 
c) 24) > 9,5% 


1.23. Obrazložite koje sve vrijednosti može poprimiti faktor trenja. 
b> Iz definicije faktora trenja u = F/N proizlazi da u može u principu poprimiti bilo koju 


vrijednost veću od nule. 
E 18 S m, 


1.24. Tijela masa m, = 10 kg i m, = 0777 7 
4 
() 09 


“ =20 kg nalaze se na kolicima 
> Napišimo 2. Newtonov zakon u sustavu kolica (neinercijalni sustav) za oba tijela: 


Na 


. koja se ubrzavaju akceleracijom 
a=3 ms"* udesno. 


ddvonii Ea sI m 
Izračunajte koliki mora biti faktor Ž 


trenja da tijelo mase m2 ne pada? 


Zanemarite masu i trenje u kolo- 
turi i masu niti. Ima li rezultat 
smisla ? 


T+mjia —pmig=0 mzg—T=0. 
Druga jednadžba je napisana uz uvjet da je g* > a7. Rješavanjem navedenih jednadžbi dobivamo: 


na mae =a 
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Provjerite da će točan rezultat u slučaju g = a biti 


_ m Vežtaž + ma 7 


2+ > 
U sustavu promatrača koji miruje zakon gibanja (F = ma) daje ove jed- m, 


nadžbe: 
km2 —T=ma 


T—myg=0 


Rješenje je u > 2,3, što ima fizikalnog smisla (v. zadatak br. 1.23). 


1.25. Prizmatično tijelo kuta a može se 

gibati po horizontalnoj podlozi. 
Na prizmi se nalazi malo tijelo 
koje u početnom trenutku miruje. 
Faktor trenja između podloge i 
tijela je u. 
Odredite minimalnu akceleraciju a 
prizme pri kojoj će se tijelo na 
prizmi početi gibati u odnosu na 
prizmu za slučajeve prikazane na 
slikama a) i b)! 

Bb a) Nacrtajmo dijagram sila koje djeluju ma 

tijelo u referentnom sustavu vezanom uz kosinu 

(neinefcijalni sustav!). 


do 
Riješimo 2. Newtonov zakon uz uvjet bi Fi=0 
i 


tj. za kritičnu akceleraciju prizme 


x-os:mgsina + macosa — uN=0 


y-os: N + masina — mg cos a = 0. 
slijedi: 


o 
ucosa — sina 
cosa + usina 


b) x-0s:u N+ mgsina — ma cos a = 0. 


y-os: N — masina — mg cosa = 0. 


Slijedi: 


_ucosa + sina 
cos a — usina?' 


Primijetimo da u oba slučaja mora vrijediti da je 
u > tg a zbog početnog uvjeta. 


4 , > 
SE 


m,g 
PB 


g 


b) 


CA 
r 


e 
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>. tj aj Ot o iji di šo 


“ 1.28. Kosina mase M i kuta a može kliziti 

/ po horizontalnoj podlozi. Faktor tre- 
nja između podloge i kosine je uy. Na 
kosini se nalazi tijelo mase 2n. Faktor 
trenja između tog tijela i kosine je u2. 
Izračunajte kolika je akceleracija kosine 
ako pustimo da se sistem giba? 


BD Primijenimo 2. Newtonov zakon: 


tijelo m x-os: Nsna — uzNcosa=ma; 
tijelo m y-os: — Ncosa — uNsina + mg = 
=m ay; 
tijelo M X-os: — urQ+Nsina—uzNocosa = MA 


tijelo M y-os: — Q+Ncosa + Mg + uz Nsina = 


a, +A =a; — akceleracija tijela u sustavu vezanom 
uz kosinu. 


af a A 
Ž=ega= a + A 
4 ay 


Iz navedenih relacija uvrštavanjem dobivamo: 


m di 

me (ui + M2) COS a— (1 — ur uo)sina 
A= 8. 

M (Mr +2) cosa — (1 — mipo)sina 


1.29. Ako se kosina s nagibom 0 = 37 giba 
akceleracijom a =3 m s" udesno, iz- 
računajte: 

a) da li će se tijelo mase m akcelerirati 
gore ili dolje; 

b) akceleraciju tijela u odnosu prema ko- 
Sini. 
Zanemarite silu trenja. ; 
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ri 


_> > 
P> a) Postavimo jednadžbu gibanja F == ma i razložimo 
je po osima u inercijalhom sustavu: 


y-osimg — NoosO=ma, 
x-0s: N sin 0 = ma, 


Akceleraciju u x-smjeru možemo prikazati kao zbroj ak- 
celeracije a kosine i akceleracije koju tijelo ima u odnosu 
na kosinu u x-smjeru: 


ax =a + ay, 
Za y-smjer vrijedi: 
4, =a), 


jer se u tom smjeru kosina ne giba. 


Za akceleracije s obzirom na kosinu vrijedi: 


4 


đy 
=> =tg0. 
ag 5 


a = Va; + 492. 
Primjenom navedenih relacija dobivamo: 


a' =acos0 —gsinO=—3,5Ims"?. 


Član g sin 0 veći je od a cos , dakle tijelo će ići niz 
kosinu. 


> > > 
b) Riješimo problem u neinercijalnom sustavu (F + F, = ma") vezanom uz kosinu. Osim real- 
nih sila imamo i inercijalnu silu. Ona je jednaka umnošku mase tijela i akceleracije sistema, pa 
dijagram sila izgleda ovako: 


N—mgcos0O — masin0 = 0 
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ma cos O — mg sin O = ma 


Prva jednadžba pokazuje da je reakcija podloge N _.veća nego kada bi kosina mirovala. 


Druga jednadžba daje traženo rješenje: 
a =acos0— g sin 6. 


Vidimo da je ovaj problem mnogo jednostavnije riješiti u neinercijalnom sustavu vezanom uz 
kosinu. 
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1.30. Lanac dužine /=1 m i mase m =0,5 kg obavlja 
valjak koji se vrti frekvencijom n = 60 Hz. Lanac 
se vrti zajedno s valjkom. Izračunajte kolika je na- 
petost lanca. 


> Nacrtajmo dijagram sila, koje djeluju na dio lanca mase 2A m. 
Prema 2. Newtonovu zakonu rezultanta tih sila određuje centripetalnu 
silu koja omogućava da se djelić mase A m giba po kružnici. 


T 7 
/ 
"s 
\ ei 
Aj 
bj 
1 / 
M/ 
W 


(n > 2ra)? 


2 I 
2T sinAa = 2T Aa = 24ma, = 2Am"- = 2Am = 2Ama? 425 = 2Am2an?l 


To ami čio muži= 1800N. 


1.31. Horizontalna ploča iz mirovanja se počinje jednoliko ubrzavati kutnom 
akceleracijom a = 0,3 rad s-?. Na ploči se nalazi neki predmet na udalje- 
nosti r = 10 cm od osi vrtnje. Faktor trenja između predmeta i ploče je 
u =0,25. 


Nakon kojeg će vremena £ od početka okretanja ploče predmet početi kli- 
ziti? Izračunajte koliku će kutnu brzinu imati tada ploča. 


B> Predmet počinje kliziti kada inercijalna sila postane veća od sile trenja: 
ma=m[(roY+(raf]" =m (PP) +(ra)]“>umg 


1 
t=— ugl oo) = 16,5s 


Vrd 


1.32. Koliki mora biti faktor trenja » izme- 
đu konusa vršnog kuta 2 a i motocikla 
da bi motociklist mogao kružiti po po- 
vršini konusa u horizontalnoj ravnini 
na udaljenosti R od osi brzinom #7? 
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> Primijenimo 2. Newtonov zakon za ovo 
kružno gibanje: 

> > > oj 

Fa HN + mg = ma 

VŽ 


X-0s uN sina — N cosa = ma, = m 


y-0s —uNcosa + Nsina — mg = 0. 


Rješavanjem tih dviju jednadžbi dobivamo: 


_ Rgcosa +0? sina 
Rg sina — #2 cosa " 


1.33. Dva utega jednakih težina Q obješe- 
na su na krajeve dinamometra preko 
kolotura. Da li će dinamometar po- 
kazivati silu iznosa 0, Q,ili 20? 


)> Dinamometar će pokazivati silu iznosa Q (vidi 
zadatak 1.34). 


1. 34. Tijela mase M =10 kg i m =1 kg pričvršćena su na krajeve dinamo- 
metra. Na njih djelujemo silama Fy =3 Ni F2, =1N. Koliku silu će poka- 
zivati dinamometar ako: 


a) Na tijelo mase M djelujemo silom E D e 
F,, a na tijelo mase m silom F>,; 2 


b) na tijelo mase M djelujemo silom u=0 4u=0 
F,, a na tijelo mase zm silom F,;5 


c) na tijela djelujemo silom F, i F,, a mase su iste i iznose m, = 5 kg? 
Kolike su akceleracije masa u pojedinačnim slučajevima? 


—> a) Nacrtajmo dijagram sila za oba tijelai primijenimo 2. Newtonov zakon za svako tijelo posebno: 


—fiM = & M fu 
> > 
fm —F.=ma fun m oR 
A ' > > X 2 > 
Prema 3. Newtonovom zakonu na elastično pero djeluju sile fr = —fim S lijeve i faza = — fam 


s desne strane, koje daju akceleraciju elastičnom peru: | 


> - > 
N Im + fum2 =m,a 
“Ako zanemarimo masu pera: 
Im = I M2 = f. 
: Iz navedenih jednadžbi slijedi: 


Dinamometar će pokazivati 1,2 N i gibat će se akceleracijom 0,18 m 5-2 u smjeru sile Fu 
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sl ndHE huis RR. a. 


X 


_mF,+ MF, _31_ 
b) je REM "un 
Dinamometar će pokazivati 2,8 N i gibat će se akceleracijom 0,18 m s-2 u smjeru sile F,. 


Primijetimo da na akceleraciju sistema ne djeluje sila f (sila unutar sistema), pa je ona ista po iznosu 
u oba slučaja: 


BER 
 M+m 
c) —Fi+F_>N 


Dinamometar će pokazivati 2 N i gibat će se akceleracijom 0,2 m s-ž u smjeru sile F,. 


1. 35. Na kraj elastičnog pera zanemarive mase dužine / objesi se tijelo A. Time 
: se pero produži na dužinu 2 /. Kolika je kutna brzina w tijela A koje rotira 
viseći na tom peru po kružnici u horizontalnoj ravnini ako je dužina pera L? 


b> Dijagram sila u sustavu tijela A prikazan je na slici. 
k(L—Dcos0 —mo?r=0 
mg—k(L—Dsino=0 


= cos O sn 9 = = roi mg = kl 
He Li 
2 = = = mama 
A nb * LI 


L—l oo 
AVE LT mg 


1.36. Kolica mase 114 počinjemo vući kon- 
stantnom silom F iz stanja mirova- 
nja. U tom trenutku na njih počne 
padati pijesak stalnim masenim proto- 


f, fizkl 


sla 


dm 
kom m = = konst = u. 


Trenje između kolica, i podloge je za- t=0; v=0 
nemarivo. 


a) Kako se mijenja akceleracija kolica u vremenu? 
b) Kako se mijenja brzina kolica u vremenu? 
c) Kako se mijenja prijeđeni put u ovisnosti o vremenu? 
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SE SINE DEERE 


1. 37. .Na tijelo mase m djeluje konstantna sila 


> Zadatak riješimo pomoću 2. Newtonovog zakona. Masa je funkcija vremena: m = mo + 
+ ut (1), a brzina, akceleracija i njezina promjena na istom pravcu, tako da ne moramo pisati 
vektore: 


F-žPo-g mo) =nO-a0+00720. 


Derivirajmo tu relaciju još jedanput. Zbog toga što je sila konstantna, imamo: 


d 
0 = 21a(0) + (mo + up O 
a(D) t 
Hi da (2) 2u dt 
a(0) mo + u“ 
a(0) 0 


Rješavanjem tih integrala dobivamo: 


a() _ Mo 2 
road ro male 


Uzimajući početni uvjet da je 4 (0) = F/ma, imamo: 


mo F 
D)= ——>. 
(0) (mo + ud)? 
Brzinu ćemo dobiti integrirajući a (1) uz početni uvjet v (0) = 0: 
moF[1 1 ] F.t 
vđ)=-—>|—— | = ——>—_,. 
0) u imo moru Mo + ut 


Kako će se mijenjati prijeđeni put x (t) u ovisnosti o vremenu dobit ćemo integrirajući v (£): 


mo aari 
u Mmo+ul' 


Ove relacije vrijede za t < t', gdje je 1“ ono vrijeme za koje kraj kolica dođe do lijevka kroz koji 
pada pijesak. 


F pod kutom a prema pravcu gibanja. 
Sila trenja između podloge i tijela, F,, = 
= Fo + kv. Odredite brzinu i ubrzanje 
tijela u trenutku z ako je u z = 0 brzina 
tijela nula, (v (0) =0)). Nacrtajte gra- 
fove: v=f(Q)ia=dq(. 


dv 


b Fcsa—(Fo+k) = =ma=ma 


Feosa— Fo = ko +m$ 
v+Bv+A=0 
v(i)=ae"+e=a(e-"—1) 
vO)=a+c=0a=—c 
—abe-"+Bae-"—Ba+A=0 
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vet) =" ne m'-9 

a()= Tema mr am ere) 
vo-Fmi-Pa_em) 

(= ra— Fo, 


1.38. Gdje će kamen pasti ako ga pustimo s nekog tornja: 
a) Zapadnije od samog podnožja, jer se Zemlja vrti od zapada prema istoku; 


b) u samo podnožje, jer točka podnožja ima istu brzinu kao i točka iz koje 
je kamen pušten s obzirom na sustav vezan uz točku podnožja; 


c) istočnije zbog Coriolisove sile F, = —2mo X v? 


Koja je od tih tvrdnja ispravna? 


B> Tvrdnja c) je ispravna jer zbog rotacije Zemlje oko svoje osi točka iz koje je kamen pušten 
nema istu brzinu kao i točka u podnožju s obzirom na inercijalni sustav vezan za neku zvjezdu 
stajačicu (vrh tornja ima veću brzinu nego podnožje). Gledano iz sustava vezanog uz Zemlju (nei- 
nercijalni sustav) kamen će osjetiti Coriolisovu silu prema istoku. (Primijetimo: brzina v u izrazu 
za Coriolisovu silu je brzina s obzirom na Zemlju — dakle, brzina padanja kamena!) 


i 1 39. Izračunajte kolikom silom Dunav djeluje na svoju obalu masom gd 1000 
. - <“ kg na mjestu gdje teče od sjevera prema jugu. Geografska širina je 45%, a 
brzina rijeke v = 3,5 km/h. 


Zbog  Coriolisove sile F. = — žo X pa Dunav 
podloče svoju desnu obalu. 


: (o — kutna brzina Zemlje) 


Fe=2movsinp = 0,1 N 


1. 40. Dječji balon ispunjen helijem nalazi se u svemirskom brodu. Brod je is- 
punjen zrakom normalnog tlaka i temperature. 


: 29 


a) Ako se brod giba konstantnom brzinom međuzvjezdanim prostorom, 
procijenite da li će se balon gibati u nekom određenom smjeru. 


b) Ako se svemirski brod ubrzava stalnim ubrzanjem g, u kojem će se smjeru 
gibati balon? Obrazložite odgovor. 


PB a) U uvjetima bestežinskog stanja (odsustvo bilo kakva ubrzanja) balon će lebdjeti, tj. neće se 
gibati ni u kakvu određenu smjeru u odnosu na svemirski brod. 


b) Balon će se gibati u smjeru ubrzanja. Naime, stalno ubrzanje svemirskog broda ima po prin- 
cipu ekvivalencije isto djelovanje kao homogeno gravitacijsko polje suprotno usmjereno ubrzanju 
broda. Time se problem svodi na ponašanje balona na Zemljinoj površini. Iz iskustva znamo da 
će se u tim uvjetima balon gibati prema gore, tj. u slučaju broda, u smjeru ubrzanja svemirskog 
broda. 


1.41. Čovjek stoji na kosom tornju u Pisi. U ruci ima tri potpuno jednake kuglice. 
Prvu baci vertikalno gore, drugu vertikalno dolje, a treću horizontalno. Po- 
četne brzine su istog iznosa. Zanemarimo otpor zraka. Odredimo kako se 
međusobno odnose brzine kuglica u trenutku dodira tla. 


P> Brzine svih triju kuglica bit će u trenutku pada na tlo jednakog iznosa. Brzina treće kuglice 
ima različit smjer od brzina prvih dviju. T'o možemo provjeriti pomoću zakona o očuvanju energije. 
Sve kuglice na početku imaju jednaku kinetičku i jednaku potencijalnu energiju. Ukupna energija 
u času sudara je kinetička 11v?/2 i jednaka je za sve tri kuglice. 


1.42. Čovjek u vagonu koji se giba stalnom brzinom pridržava istegnuto elastično 
pero obrnuto od smjera gibanja vagona. Koliki je rad obavio taj čovjek u 
sustavu koji je vezan za Zemlju, nakon što vagon pređe put L? 


B> Budući da čovjek miruje u sustavu vezanom za vagon, rad koji on izvrši u tom sustavu je nula. 
To je inercijalni sustav pa je i u sustavu vezanom uza Zemlju rad nula. (Rad ne ovisi o sustavu 
promatranja ukoliko su ti sustavi inercijalni.) 


Gledano sa Zemlje, čovjek je istežući elastično pero i prešavši L silom F izvršio rad — FL. Ne- 
gativan je predznak zbog toga što su sila i put u suprotnu smjeru. Da bi se čovjek održao na nekoj 
udaljenosti / od zida, tj. toliko koliko je istegao elastično pero, između njega i podloge mora dje- 
lovati sila trenja upravo jednaka FF. Prema 3. Newtonovu zakonu čovjek djeluje na tlo vagona istom 
silom u smjeru gibanja vagona, pa prema tome na putu L izvrši rad FL. 


Ukupan rad koji čovjek izvrši je nula. 


1,43. Maleno tijelo klizi po cilindričnim plohama A odnosno B 
iz točke 1 u točku 2. Plohe imaju po veličini jednak a 
po smjeru suprotan polumjer zakrivljenosti. Odredite koli- 
ke su brzine jednog i drugog tijela u točki 2 pod ovim A 
uvjetima: 


a) Ako je faktor trenja nula; B 


b) ako je faktor trenja veći od nule, ali isti na oba 
puta. 2 


PoE eat 


Bb a) Brzine tijela u točki 2 su iste jer kinetička energija tijela u toj točki ovisi samo o razlici nji- 
hovih potencijalnih energija u točkama 1 i 2. 

b) Veća je brzina tijela koje klizi plohom A jer je uzduž tog puta potreban manji rad za svlada- 
vanje sile trenja; radijalna akceleracija na putu A (kružno gibanje) je usmjerena prema središtu 
zakrivljenosti, tj. suprotno sili reakcije podloge N, a na putu B u smjeru od N. Zato je efektivni 
N prosječno veći na putu B nego na putu A, i zbog toga je veća sila trenja, pa je veći ukupni rad 
utrošen na svladavanje ove sile. 


1.44. Uz kosinu kuta O = 37 gurne se tijelo početnom brzinom v, = 2 ms-!. 


Faktor trenja između tijela i podloge je u = 0,3. 

Koliki će put prijeći tijelo uz kosinu? Koliko je vrijeme za to potrebno? 
Koliko dugo će tijelo kliziti do dna kosine? Koliko je vrijeme potrebno za 
taj put? Kako bi na ovom primjeru pokazali da je gravitacijska sila konzer- 
vativna, a sila trenja nekonzervativna ? 


P — me sin O — umg cosĐ = ma, 


daa= —g(sin0O +ucos0Đ) 
l 2 
s=x(ti) =Vot, +7 


vita) =0=2 +4,ti 


Vo Vo 
m m M M : 
17 zGin6rucos6) “> * 2g (sin 0 + u cos 6) a: » 
—mgsinO + umgcos0O = ma, Er 
aa=—gGinO—ucos6) 
m 
1 4 
0=s+5421 se 
,7 
u Po mg 
— 2 4 
=) = mmen meme zLo suučsooEen 
a, 8 VsnZ6—p2cos? 6 


V2 (t2) =d42t2 = — palino neo) = — 1,31 ms"-!. 
VsinZ 6 — M? cos?z 0 


> > 
PE dl = 0 — uvjet da je sila konzervativna. 


U slučaju djelovanja gravitacijske sile lako je pokazati da je brzina tijela na dnu kosine na početku 
i na kraju gibanja ista (u = 0). Prema tome na kružnom putu rad gravitacijske sile je nula. Kada 
djeluje i sila trenja, kinetička energija je manja (potencijalna je ista), što znači da je sila trenja iz- 
vršila rad na kružnom putu. Primijetimo da na tijelo u oba slučaja djeluje i reakcija podloge 


pe 
N, međutim rad te sile je nula, pa nije ni ucrtana u dijagram sila. 
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1,45. Vlak mase m = 90 t i brzine V = 15 km/h zaustavlja se udarcem u odbojnik, 

I spiralnu oprugu dužine La (u nedeformiranom stanju) i koeficijenta elas- 

“ tičnosti Kg. Ki ostaje konstantan do punog stiskanja opruge kad ima du- 
žinu L < L, pri čemu je najveća dopuštena akceleracija usporavanja 4 maks. 
Nađite najmanju dužinu opruge La pri kojoj akceleracija usporavanja još 
ne prelazi aqaks == 20 mj/s?. 


B> Pomoću Newtonovih zakona i zakona očuvanja energije nalazimo: 
F=—K(L—_L) 
Ko (Lo — D) = maga 


1 1 
3 Ko (La -—- 1)? = 


2 
L—il= 2 
Gmaks 
2 
La P = 0,87 m 


maks 
1.46. Čelična kuglica pada s visine & na tvrdu podlogu i odskakuje. Koeficijent 
restitucije (odbijanja) pri svakom odskoku je e. 


lje 
i1—e S: 


a) Pokažite da se kuglica konačno smiri nakon vremena T = 


b) Odredite to vrijeme ako jee =0,8ih =1m. 


e 
B> Vrijeme £ potrebno da kuglica prvi put dotakne podlogu je: 


h= Sem, t= Z . 
Iz zakona očuvanja energije neposredno prije prvog sudara brzina je: 
mgh == 5 mu? v= V2gh 
Brzina neposredno poslije prvog sudara je: v = —e V2gk 
Odgovarajući odskok je: 
mgh' = . 2 doji e%h 
Brzina neposredno nakon #2 sudara je: 
Un = e V2gh. ' 
Brzina neposredno prije (# + 1) sudara je: 
vi = — e" /2gh 


Također vrijedi: 
VU, = Vn>gt 


—e Vogh = e" Vžgh — gt 
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Ukupno vrijeme T je: 


e VŽ 4,2 >e NEE 2e SELI 


Budući da je e<1 a n->o €->0 
sha E 1+) g PETER 
g dea 1—e 


1.47. Svjetski rekordi (za muškarce) u bacanju kugle, diska i koplja iznosili su 
1975. godine: kugla 21,48 m, disk 62,09 m i koplje 91,33 m. Mase tih tijela 
su približno: kugle 7 kg, diska 2 kg i koplja 0,8 kg. 


a) Izračunajte rad koji treba izvršiti sportaš da postigne rekord ako je kut 
što ga zatvara pravac početne brzine tijela prema horizontali 45“, a visina 
sportaša 1,8 m. 


b) Ako je vrijeme izbačaja prosječno 0,5 s, nađite odgovarajuće snage spor- 
taša. Mogu li se one povezati sa konstitucijom (visina) sportaša? 


PB a) Utrošeni rad pretvorio se u kinetičku energiju predmeta: A = W, = 7 m0" a domet 


$ = so + si gdje je so udaljenost na koju bi pao predmet bačen sa površine Zemlje. 


—_> 
L4 


ME 
So = ——— = (a = 45) 


Zbog očuvanja energije brzina objekta u točki B jed- 
naka je onoj u A pa je: 


h=vsna-t+f = —>t+-< 
2 V2 
odnosno: 
g2+vuV2—2h=0 


— V2v + V2v2 + 8gh 
t2 = meki 
8 
Samo je pozitivno rješenje fizikalno, pa je: 


—v2+vVo + 4gh 


Si= 2g 
odnosno: 
v2 +oVož + 4gh 
-=-=———,, 
2g 
Slijedi: 
PORE ola 
kg + 
Iz izraza 
= 1 _gs? 
#- M AE? 
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izlazi za: 


kuglu A = 680], diskA = 592) i koplje A = 351). 


AA ; 
b) Snaga P = Ar pa je za: 


“kuglu P = 1360 J s-! = 1,36kW, 
disk P= 1180 J s-! = 1,18 kW, 
koplje P = 100 J s-! = 0,7kW. 


Može, jer je rad obrnuto razmjeran sa ž što naročito dolazi do izražaja pri bacanju kugle. 


1.48. Koeficijent iskorištenja e mehanizma koji se 
sastoji od dvije koloture (v. sl) iznosi 75%. 


a) Koliku silu trebamo upotrijebiti da bi po- 
ž digli teret težine 1471,5 N? 

b) Koliki je rad pretvoren u toplinu zbog 

postojećeg trenja ako teret podignemo na vi- 

sinu gs =1 m? 

Uputa: Koeficijent iskorištenja definiramo kao 

omjer dobivena rada W, i rada W, uloženog u 

proces 


mn 


o 


B- 2) Prema definiciji koeficijenta iskorištenja imamo: 


W_fis 
Wu FusSu 


e= 


pa slijedi da je 
Ri= fi 981 N 
es 


u 
Uzeli smo u obzir da je brzina dizanja konstantna, a da sila f% djeluje na putu s, = 25. 


b) Sila kojom dižemo teret manja je od težine tijela, ali energija mora biti očuvana: 
Q=W.— W, = 490,5 J, gdje je Q energija pretvorena u toplinu. 


1.49. Automobil mase m = 1100 kg spušta se niz kosinu nagiba 0 = 30“. U 
trenutku kada je brzina auta v = 30 ms-' vozač pritisne kočnice. 
a) Koliku konstantnu silu kočenja (paralelno s cestom) treba vozač pri- 
mijeniti da bi se vozilo zaustavilo na putu s = 100 m? 
b) Kolika bi ta sila bila kad bi se vozilo gibalo po ravnoj ćesti istom brzi- 
nom? Nacrtajte dijagram ovisnosti puta zaustavljanja o brzini kada se auto 
giba po ravnoj cesti ako je sila kočenja jednaka onoj iz b) dijela zadatka. 
Cc) Obrazloži kako zaustavni put ovisi o masi vozila i nagibu ceste (uspon 
ili nizbrdica) uz istu silu kočenja. 


BRE SJET Eau 


> a) Rad sile kočenja jednak je ukupnoj promjeni 
mehaničke energije 
mv? 


ks= 2 +mgsin& + s 


fx = 1,045 + 104N. 
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FRS EREL EI 


dos 


ETH REE MERSt a 


b) U tom slučaju ne mijenja se potencijalna ener- sim 


gija, pa je: 
3 100 
mu 
a sri 4,95 <. 10? N 
80 
mu? 
s= 
2, 60 
U idealiziranom slučaju zaustavni put raste s kvad- 
ratom brzine. 40 
C) Uz istu silu kočenja zaustavni put je veći za vozilo 
veće mase. Nadalje, zaustavni put na nizbrdici je veći, 20 
a na uzbrdici manji od onoga na horizontalnom putu 
uz istu brzinu: vimsi 
s = mv"(2F, + mg sin 8) 10 2030 


1.50. Neki automobil mase 1 t raspolaže maksimalnom snagom P = 14,95 kW. 


a) Kolikom se maksimalnom i stalnom brzinom to vozilo može uspinjati 
ako strmina ima nagib 4% i ako na automobil djeluje sila trenja F,, = 981 N? 


b) Kolika bi snaga bila dovoljna tom autu da se uz istu silu trenja giba po 
ravnom putu jednakom brzinom? Kolika bi mu bila maksimalna brzina? 


c) Kolika bi snaga tog vozila bila potrebna kad bi se gibalo niz istu strminu 
i jednakom brzinom kao u a) zadatku. 


Ba) Da bi se vozilo gibalo uzbrdo, treba savladati 
trenje i komponentu težine F,: 


P=F 
F=F;,+FF=Gsno+x, 
v=P(F4+Gsin9)tgo =0,04=sino 


o = 10,92 m/s = 39,3 km/h. 


b) Fr = Fa 
P=fFv= 10713 kW 


Vnaks = Prate _ 15,29 m/s 2 55 km/h 


A 
A P= 
F=—fFi 
P=v(F4—Gsin 6) 
P=6,428 kW 
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rena 


S Podani kih 


1.51. Na niti dužine / = 1 m obješena je kuglica mase #1. Nit može podnijeti 
težinu 2 mg. "Tijelo se pusti iz horizontalnog položaja. Odredite: 


— ovisnost tangencijalne akceleracije o 
kutu a; 


— ovisnost radijalne akceleracije o ku- 
tu a; 


— napetost niti u ovisnosti o kutu a; 
— brzinu u ovisnosti o kutu a; 
— kuta, pri kojem će nit pući; 


— udaljenost na kojoj se nalazi hori- 
zontalna podloga od objesišta O ako 
kuglica udari u točku 0“. 


Bb Primjenom 2. Newtonovog zakona (dijagram sila 
dan je na slici) dobivamo 


2 
T— mgsina=m T (1) — napetost niti 


omogućava kružno gibanje; 


mg cos a = ma (2) — komponenta 
težine okomita na nit daje ubrzanje po kružnici. 
Zakon očuvanja energije daje:, 

mgl = mgl(1 — sina) + zoo. (3) 


(Napetost niti ne vrši rad jer je okomita na pra- 
vac gibanja) 


Iz (Di G) slijedi: T=3mngsin a. 
Uvrštavanjem u (1): a, = 2gsina. 


Iz (2) imamo: a = gc08 «qa. 


Nadalje iz (1:0 = V2ga sin a. 
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2 RA RHS Es 


Iz uvjeta zadatka da je T < 2 mg slijedi: 

' 2 iv, = 48 

= —1ivo = — 2. 

sin ag 3 V 3 
Preostaje nam da riješimo kosi hitac, jer će se tijelo tako 
nastaviti gibati poslije prekidanja niti. 

; i 
vE)=hA=Isin ag -++Vagcos a9 t + 38 
x) = —I1cosag + Vosinaot = 0 


189 


m -____.__ 
0 


bh 


1.52. Tijelo mase #1 ovješeno je na nerastezivo uže dužine L koje je pričvršćeno 
za ovjesište O. Tijelo se podigne u horizontalni položaj i da mu se početna 
brzina v pod pravim kutom prema horizontali (v. sl.). Odredite: 


a) tangencijalnu i radijalnu akcelera- 
ciju u ovisnosti o kutu a; 


b) napetost u užetu u ovisnosti o a. 


Cc) Kolika mora biti minimalna brzina 
Va da bi uže došlo u vertikalni po- 
ložaj? 


B> Zakon očuvanja energije 


i za id 3 i 
3 mo = 2 0 + zmgLsina 


2. Newtonov zakon (radijalna komponenta) Ks 

mu? =T d > 

ne + mg sin a . T 

mg 
2. Newtonov zakon (tangencijalna komponenta) k. 
bs 

A) ma=—mgcosa= a=—gcosa bh. 

na“ ra .. 

ko L "= L — 4gsina mea jm mne 5% 


2 
bT= mI — 3mg sina 


c) T=0 a = 90“ (Vo)min = V3gL. 


1.53. Tijelo mase zn pušteno je sa visine 
h =2R. Do koje najveće visine 7,2, 
će se popeti na kružnom dijelu puta- 
nje? Koju će najveću visinu lx, 
postići? 
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Uh. dured i iki 


B> 2. Newtonov zakon daje ove jednadžbe: 


2 
mu? bra 


N+ mgsina = ma, = —5> (1) > 
r - > 
mg Cosa = ma, (2) ća De 
' / -> 
/ N N 
Zakon očuvanja energije (za referentni nivo uzet ćemo najnižu [ /e \ 
točku putanje) daje: : je ma 
i / 
' 3 \ x # 4 
mg2R==>m?+mR Gina + 1. (3) a g 
2 > < 


U trenutku kada tijelo napusti kružni dio putanje, N = 0. 
Iz jednadžbe (1) i (3) dobiva se: 


5 


x 2 me 2 
sina =, ili H-R(1+3)-3R 


Poslije napuštanja kružnog dijela putanje tijelo izvodi kosi hitac i dolazi na lijevu stranu putanje. 


Maksimalna visina kosog hica je: 
VE . 
Munaks nE že sin? B 


gdje je 


2 
o = 128, a B=90—a 
Prema tome, maksimalna visina na koju će doći tijelo je: 


5 2 gR 
He =ŽR+32(1-5 


1.54. Tijelo mase zn nalazi se na kugli polu- 
mjera R koja miruje. Tijelo počinje klizi- 
ti niz kuglu. Trenje je zanemarivo. O- 
dredite: 


a) Ovisnost tangencijalne i radijalne ak- 
celeracije te brzine i reakcije podloge 
o visini H kada tijelo kliže niz kuglu; 


b) na kojoj visini će tijelo napustiti 
kuglu ; 


c) gdje će tijelo pasti na zemlju u 
odnosu na točku O! 
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gogrdi dur knijin em get. 


> Iz dijagrama sila primjenom 2. Newtonovog zakona za dio 
puta kada se tijelo giba po kugli dobivamo: 


N + mg = ma (2. Newtonov zakon) 
v? 
x-081! mgsna—N=ma=m (1) 


V-0S: Mg COS a = Ma (2) 


Zakon očuvanja energije: 


mgh =mg R(1 — sina) = > mv?. (3) 


Nadalje, veza između kuta a i visine H dana je sa: 
H=R(1+sina). (4) 


Iz navedenih relacija supstitucijom dobivamo: 


a) H HH? H 
a-sPof-E; a —2e(2-7) 


| H H 
v-/aR(-Z): N=m(3%- 5). 


b) Tijelo napušta kuglu kada reakcija podloge postaje nula (N = 0). Iz toga slijedi; 


5 
H, =3>R 


C) Poslije napuštanja kugle tijelo izvodi kosi hitac početnom brzinom vVo= V2g R/3 pod kutom 
sin dg = 2/3. Riješimo problem kosog hica u sustavu prikazanom na slici: 


x-0st x= Rcosag + VasSinag *t 
1 2 
y-08:0 = HH, — Vo Cos ag > t— 2st 


Rješavanjem tih jednadžbi dobivamo: 


= (U f+212)p_146R 


1.55. Tijelu mase m = 5 kg dana je početna 
brzina vy =4 ms-! niz strminu na 
udaljenosti a od elastičnog pera (zane- 
marive mase). Za vrijeme gibanja na 
tijelo djeluje sila trenja F = 8 N. Pri 
sudaru pero se nabije za b == 20 cm. 
Kolika je konstanta elastičnosti pera 
i koliko će se tijelo popeti uz kosinu 
poslije sudara? 
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: > Ukupna energija na početku jednaka je zbroju potencijalne (ako je referentni nivo u najnižoj 
2 točki) i kinetičke: 


muš : 
W=W+W=-5- +meh h=(a+b)sina 


Ta energija utrošena je na svladavanje sile trenja FF" uzduž puta a + b i na sabijanje elastičnog 


pera za 8. Pri tome se potencijalna energija elastičnog pera povećala za + kt?. Zakon očuva- 


nja energije prema tome ima oblik: 


m va 


2 


+ Me(a+bjsina=>H + F+ (446) 


= 7380 N m-!. 


Za slučaj odbijanja napišimo zakon očuvanja energije: 
PL: =mg(b+a)sna+F(aq +0) 


Iz toga slijedi: a' = 3,73m 


1.56. Sistem prikazan na slici pušten je u 
gibanje dok elastično pero nije rasteg- 
nuto. Odredite: 


a) brzinu kojom tijelo mase m, udari 
o pod; 


b) napetost T u užetu prije nego je 
pero počinje istezati. (Pero je u području 
elastičnosti, a masu možemo zanemariti.) \«& 


ž 2 2 

: bo mogh = = + migh sin a + S kh? + = — zakon o očuvanju energije 
E .- Imogh _ imghsna ki 

: jE Mmir+ m2 mi +m2 m+m 


1 ' 
v= Vom (Umogh — 2mygh sina — kh?) 


v=-LVs0— 120 — 2 PR =3: ms-!, 
V13 13 


a: bDDmg—T=maa — 2. Newtonov zakon za gibanje tijela mase m2. 
T—mygsina—kx = miya — 2. Newtonov zakon za gibanje tijela mase mi. 
page sin a x=0 
8 m, a & 3 
Peg (1+sina)mim2 — 48,3 N. 
miy+m 
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1.57. Kolikom najvećom silom F možemo djelo- 
z vati na tijelo mase m, u sistemu prika- 
zanom na slici, a da se pri tome tijelo 
mase m2 ne odvoji od podloge nakon 
što prestane djelovanje te sile? 


UQPMnuuid 


m, 


—> Zakon očuvanja energije daje: KSNOEiŠčČŽII, 


ČULA + k2 


S iŽŠŽžDiih 


X1 — dužina za koju se sabije elastično pero pri djelovanju gravitacijske sile na tijelo 22, 
mig = Rx, 
2 — dužina za koju se sabije elastično pero zbog djelovanje sile IF 
F=hkx, 
Iz postavljena uvjeta imamo: m2g = kx3 
Rješavanjem gornjih relacija dobivamo: 
F=(mi+mojeE. 


s ke jame ue a o EE, oO 


1.58. Čestica mase 1 kg giba se duž pravca pod djelovanjem sile definirane poten- 


d Ha PVA _ ax + bx? 
: cijalnom energijom: W(x) = Zamrni 
gdje su konstante: a =4J,5 =3Jm-!,ec=1m,d =1m-!a x izražen 


u metrima. 
k U početku čestica se nalazi u položaju stabilne ravnoteže. Dana joj je brzina 
ad v u pozitivnu smjeru. Odredite vrijednost brzina pri kojima bi čestica po- 
stigla: 

a) trenutno mirovanje u x =0; 

b) trenutno mirovanje u x =1 m. 

c) Opišite gibanje nakon toga u oba slučaja. 

d) BAT najmanju vrijednost brzine pri kojoj bi čestica pobjegla u x = + 

00! 
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B> Nacrtajmo funkciju W, (x) te odredimo njen 
minimum (položaj stabilne ravnoteže) i eventu- 
alne druge ekstremne vrijednosti: 


W,lT_[[3,914[3,5 10[ —1 | —0,5| 0,8 | 1,5: 
xIm || 3 |2| 1 l10l-0sl -1[—2|—3 


dW,(x) _ —adx* + 26cx + ac 


= =0 
dx (€ + dx?)? 
be V (2) + u 
GE ad d 
np E. 
Xxi=2m mx=—3 
MR : 
d2 W, (x) — 5 J/m Za x = Xx =2m —> maksimum 
PE 
dx? 1 Timž zax=x=— o —> minimum 
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a) Primjenjujemo zakon sačuvanja energije. 
A W, moe A W, 


1 
zm —0=W,(0) — W, (x2) 


v= 2 [w, (0) — w,(- 5)| = 1,41 m/s 


b) v= V2 [o m) — w,(-3m)| = 3mj/s 


€) U slučaju a) čestica oscilira između ol D i C. U slučaju b) ide do točke E, okreće se i odlazi 
u — o. 


d) Čestica će pobjeći u + oo ako savlada potencijalnu barijeru u x = 2 m. Minimalna brzina koja 
joj je za to potrebna jeste: 


o — /2 [wam — w,(- 2m)] — 316m 


1.59. Lovac stoji na sredini zaleđene rijeke. Pretpostavimo da je led savršeno 
gladak i da nema otpora zraka. 


Na koji bi način lovac mogao stići na obalu? 


> Primjenom zakona o očuvanju količine gibanja. Ispaljivanjem hica iz puške prema jednoj 
obali lovac će otkliziti na drugu obalu. 


dl E Pak moi tj ji, 


1.60. Ovisi li domet topa o tome je li top učvršćen zajedno s postoljem pa pri 
ispaljivanju ostaje na mjestu ili nije učvršćen, pa se prilikom ispaljivanja 
pomakne prema natrag. 


B> Ovisi. Domet topa je veći kad je on učvršćen, jer je u tom slučamu' početna brzina granate u 
odnosu na tlo veća. 


1.61. Čamac mase M = 140 kg nalazi se na jezeru Ni an kjoEh 
na udaljenosti d =0,75 m od obale. 
Čamac miruje. Čovjek mase m = 60 kg krene 
od početka čamca prema kraju. Kada čovjek 
dođe do kraja čamca, da li će čamac stići do 
obale? Dužina čamca je D =2 m. : 


(. 


B Ako zanemarimo trenje vode i čamca, na sistem čovjek-čamac 
ne djeluje vanjska sila, pa centar masa ne mijenja svoj položaj jer 
u početku cijeli sistem miruje. 


Prema tome: 
md+MAd+D2)=md+D—x»)+M(4+D/2) — x) 


mD 
*= rm 96m<đ 


Čamac neće stići na obalu. 


1.62. Svemirski brod mase 10 t, poprečnog presjeka S = 5 m?, brzine 20 km. 
s-!, nailazi na oblak mikrometeorita. U 1 m? nalazi se u prosjeku n = 3 
mikrometeorita prosječne mase m = 0,01 g. 

Kolika treba biti pogonska sila broda za vrijeme leta kroz taj oblak da bi 
njegova brzina ostala ista pod uvjetima: 
a) sudari broda s mikrometeoritima su neelastični; 


b) sudari su savršeno elastični. 


Bb 2) Primjenjujemo 2. Newtonov zakon. Budući da je brzina broda konstantna, količina gibanja 


.se mijenja samo zbog prirasta mase. 


F= Šimo = oy vu= Svnm=6-10*N 


b) Za elastični sudar tijela male mase zm s tijelom neizmjerno velike mase dobijemo pomoću zakona 


o očuvanju količine gibanja:i energije relaciju: 
d(mv»)=2myv 
Učestalost sudara iznosi: N = Svn 


r= NE pm) =2Svm=12- 104 N, 
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dieprdćššni 


zed eek eat; 


1.63. Svemirski brod koji je, pretpostavimo, mirovao daleko u svemirskom pro- 
storu upali svoj raketni motor. Plinovi koji nastaju sagorjevanjem, izlaze 
u mlazu jednolikom brzinom 7, = 3000 m/s. Početna masa broda zajedno 
s gorivom je M = 6 t. Odredite: 


a) koliku će maksimalnu brzinu brod postići ako je masa goriva M, == 
= 4,5 t, a trenje broda s okolinom zanemarivo; 


b) koliki bi omjer masa trebao taj brod imati da postane Zemljin 


M 
M — M, 
satelit; ; 

Cc) nakon kojeg vremena će svemirski brod iz a) zadatka postići brzinu 


v = 4 km/s. ako gorivo izgara masenim protokom n= u = 50 kgjs. 


> a) Promotrimo situaciju nakon nekog vrlo kratkog vremena d# od uključivanja motora kada 
je ostatak broda dobio prirast brzine dy, vidi sliku. 


Iz zakona očuvanja količine gibanja dobivamo: W-dv dm, 


| 
| + 
| 
| 
0 = (m — dmg) dv — dmg (0, — dv). Ny M 
(1 
1 
| 
| 


mdv=vdmy. 


Tu relaciju prvi je postavio ruski znanstvenik Ciolkovski. Uvrštenjem iznosa dobivamo: 


Y% S 4159 mjs. 


b) Minimalna brzina potrebna za lansiranje satelita je 


v = Ve R, = 7900 m/s 


M Vag 

ln M-M = ra = 2,633 
M — M; 
=a = 0,0718. 


To ukazuje da je nemoguće lansirati satelit jednostepenom raketom, jer je nemoguće postići da 
kostur broda sudjeluje sa samo 7% mase. 
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c) Brod će postići brzinu v za vrijeme t nakon što je uključen motor, Slično kao u a) zadatku, pri- 
mijenimo zakon očuvanja količine gibanja nakon vremena t -+ dt: 


(M — pi)v = [M — (ut + pdd)l (0 + do) — u de [v, — (0 + do)] 
udrv, = — (M — pr) dv 


ud o _dv 
u—M uv 
: goda i du 
Izvršimo supstituciju uz — M =u 1). dt = ga 
du _ dy 
uv 
haa 66 
V, 
Iz početnih uvjeta z = 0, v = 0 slijedi daje C =1n(— M) 
u v 
MM se 


Uzevši u obzir da su v i v, suprotnog predznaka dobivamo t = 88,3 s. Uvrštavanjem ut = M, 
u gornju jednadžbu ponovo dobijemo jednadžbu Ciolkovskoga. 


1.64. Granata mase zn izbačena je brzinom 2, = 400 m s-! pod kutom a = 15" 
prema horizontali. U letu ona je eksplodirala i razcijepila se na dva di- 
jela: m/4 i 3/4 m. 


Odredite gdje je pao teži dio ako je 
lakši pao x, = 11 km od mjesta izba- 
civanja (g = 10 m s-?)? 


B> Sile koje su se javile zbog eksplozije su sile unutar sistema, pa ne utječu na gibanje centra mase. 
Dakle, centar masa sistema gibat će se samo pod utjecajem gravitacijskog polja, tj. po paraboli. 
Domet centra mase određen je izrazom: 3 
_ vi sin 2a 
s 

U trenutku udara o horizontalnu ravninu položaj centra mase je: 


=8km 


XD 


3 
mit 


Xp = 
m 


Iz toga slijedi: x2 = 7 km. 


1.65. Mala kuglica zanemarivih dimenzija br- 
zine v =1 m s"! nalijeće u jamu savr- 
šeno glatkih zidova duboku D = 45 cm 
i široku d =7 cm. Odredite koliko je 
sudara kuglice i zidova prije njena 
pada na dno? Sudari sa zidovima savr- 
šeno su elastični. d 


bi 
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B- Budući da su sudari savršeno elastični, prilikom sudara mijenja s€:samo x-komponenta 
brzine, tj. dobiva suprotan predznak. To znači da će kuglica uzduž osi x (horizontalna 0s) 


prijeći put L = vt. Vrijeme t je vrijeme padanja kuglice: t = V 2D|g. Kuglica će se sudariti sa 
zidom nakon svakog d dijela puta pa je broj sudara: 


Kuglica će 4 puta udariti u zidove jame prije nego padne na dno. 


mrem l 
1.66. Matematičko njihalo dužine / nalazi se u vz. 


I 
horizontalnom položaju na udaljenosti bh, 
lf2 od savršeno elastične podloge. Na [2 
koju visinu će se podići kuglica poslije 


odbijanja od podloge ako je pustimo 
padati iz horizontalnog položaja. | PTT TVT TOTTI 


Bb Primijenimo zakon očuvanja energije prije sudara 
(primijetimo da sila napetosti užeta, koja osim gra- 
vitacijske sile djeluje na česticu, ne vrši rad jer djeluje 
okomito na putanju): 


Pri sudaru samo će vertikalna komponenta brzine promijeniti predznak: pa zakon očuvanja ener- 
gije možemo primijeniti u ovom obliku: 


12 
ne 
1 Kamu: m 4 
mgh => m(vcos 0) mima šara 
1 3 3 
aa e 


1.67. Kuglica mase m giba se horizontalno. 
Ona udari o prizmu mase M koja može 
kliziti bez trenja po horizontalnoj pod- 
lozi, pa se potom odbije vertikalno uvis 
do visine Ž. 


Kolika je brzina prizme poslije sudara? 


B> Iz uvjeta zakona očuvanja količine gibanja za horizontalnu os: 


mv= MV 
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i zakona očuvanja energije 


1 zali 2 
zo ze + mgh, 


2 
v(E-u) = 2mgh 


dobijemo: 


2 gh m? 


“= mM—m 


1.68. U epruveti mase m, = 15 kg nalazi se 
zanemarivo mala masa plina koji grijemo. 
Epruveta je ovješena na nit dugu | = 
= 1m, nalazi se iznad poda na visini 1. 


Nakon nekog vremena čep mase m1, = 
= 5 g izleti iz epruvete pa se ona ot- 
kloni za kut a = 15“. 

Odredite koliko će daleko (x) od točke 


O pasti čep? i o 
DITI TVT VT TT TI TIT TII ITIDTI 


Pri izbacivanju čepa djeluju sile unutar sistema epruveta — čep, te vrijedi zakon sačuvanja 
količine gibanja: 


O=mivi—m2Vv2 


Epruveta je dobila kinetičku energiju, pa se diže za visinu ž (zakon očuvanja energije): 
1 

zm V=mgh=migi(l—cosa) 

Čep je poslije izbacivanja za vrijeme £ prevalio u vertikalnome smjeru put: 


ado 
l= 581 


a za to vrijeme prešao je u horizontalnom smjeru put: 


rent="1. Zau “e Vezi) V1— cosa. 


m2 g m2 m2 


x=11im. 


1.69. Kamion mase M = 9000 kg vozi brzinom V =5 mjs u smjeru zapad- 
—istok. Sudario se s osobnim kolima mase zn = 1000 kg i brzine v = 20 m/s 
koja voze u smijeru 30“ jugozapadno. 

Izračunajte brzinu i smjer gibanja vozila nakon što su se u sudaru spojila. 
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b Izaberemo li koordinatni sustav tako da je smjer zapad-istok smjer x-osi, a smjer sjever-jug 
smjer y-osi, imamo: 


MVi+ mu(— cos 61— sin e) =(M+ m)(U.i ša U,j) 


me 1 mi m one S 
U=Mrmulrmvos0)i — rr vnoj 
1 V3 ) 
U =>rrzlMV- zmo = 2,77 mj/s 
m v 
Memo 1 


U = VUZ + U; = 2,94 mjs 


U, : 
tga= me 0,361 


a == 19*%50'. 


Spojena vozila će se gibati u smjeru jugoistok. 


1.70. Tri savršeno elastične kugle masa 5 zn, m i 5 m poredane su tim redoslije- 
dom po pravcu. U početku se mala kugla giba brzinom v;, a druge dvije 
miruju. Odredite koliko sudara će se dogoditi u nastalom gibanju i provje- 
rite da je konačna kinetička energija jednaka početnoj. 


A _ Razmotrimo opći slučaj gdje su početne brzine v, čestice A i v,, čestice B, a konačne brzine 
su vi (suprotna smjera) i v2. Iz Newtonovih zakona: 


0- A 
m(u(—vi)=I | m 
ša inje (I) M 5m 


Iz očuvanja kinetičke energije: 
1/2 1 72 
mvi +3 5mv;?]| +2 


— m(Ui?* — vi) = Sm (v2? — v& 
te iz (1): 
m(of—v) = — 5m(oi— 02) 
Dijeljenjem dobivamo: 
vi+vi=vi+v 
—q02—v)=v—v (2) 


tj., relativne brzine čestica prije i poslije sudara su jednake. 


4l 


64 —4V3ovv, +2» =0 


1.73. Proton početne brzine u, = 107 m/s i mase zm, necentralno. udara mirnu 
jezgru ugljika 1; = 12 m,. Jezgra ugljika se odbije pod kutom 6; = 30" 


prema smjeru upadanja protona. 


Odredite brzinu centra masa u laboratorijskom sustavu prije i poslije su- 
dara i upotpunite slijedeću tablicu podacima koji još nedostaju. 


| masa 


rijskom sustavu centra masa 

poč. uy =107ms-! u = 
proton m, 

kon VU, = VV = 

e. 
: poč uy =0 wu = 
ezgra 
jezgr m, , 
On. vyu,= vi= 


PB Budući da nema vanjskih sila, brzina centra masa 
prije i poslije sudara je ista: 


UM = VeM 
Uzmemo koordinatni sustav prema slici i označimo 


m“ 
vektor v = (V,,V. 


uicu = = 
m, + m, 
> m, 
um E I" >: u» 0 
CM (= + m, p> ) 


Određimo najprije iznose vektora v, i , u laborato- 
rijskom sustavu. 


Izrazimo očuvanje količine gibanja po komponentama: 
Myllp = M, Vp Cos O, + myvy cos 8; 
O =myo,sin 8, + my; sin 8, 
Izrazimo očuvanje kinetičke energije (elastičan sudar): 


1 1 1 
37 = mo + vi 
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brzina u laborato- | brzina u sustavu 


6, 


9, 


kut laborato- 
rijski sustav 


30" 


(1) 
(2) 


(3) 


NAJ Mac PR Ee 


Iz (1) i (2) kvadriranjem i zbrajanjem dobijemo: 


mžvž == mluž — 2momy upV) Cos B; + mžo?. 


Uvrstimo 7, iz (3): 
PE SRA) 
M;up — MpU2 2 


muž = muž — mms, / cos 8, + mm, (už — 12) 


m, 
(mp + my)? (u — 05) = 4myjmpuz cos? 8; (4) 
i a 
W= u V: _ e — 8,87 +: 105m s-! (5) 
p J 
= 06-09) 


_ 2 Mypilp COS 9, 


= 1,33 +: 109 ms-! (6) 
mp + m, 


V; 


> > 
Da bismo odredili komponente v, i vy, izrazimo sin 8, i cos 6, iz (1)i (2): 


in, = = PS (901; 8, = 43" (7) 
MpV, 
6, Ta EI 20483 (8) 


MpVp 
» => . > .. » 
Vektori v, i vj; u laboratorijskom sustavu i sustavu centra masa su: 
zh e. 
v, = (0, 005 0,, V, sin 0,) 
> : 
UV, = (V, cos O, — Ve, U, Sin 8,) 
zr . 
vj = (Vvy cos 0, V; sin 0) 
mad a 
vf = (v cos O, — Vom, Vy sin 0)). 
Uvrstivši odgovarajuće izraze iz jednadžbi (5), (6), (7) i (8), dobijemo ih eksplicitno. 
> > 
le; | = Iizcm | == 17,69 * 105ms-! 
> 
ug = (up — Uo 0) 
up = 9,23 +: 109m s-! 
vj = 8,56 + 105m s-! 
vi, = 7,69 + 10%ms-!. 


1.74. Jedna mogućnost da se uspore čestice (npr. molekule plina), je u razmjeni 
energije putem sudara sa sporijim česticama. 


Odredite: 
a) omjer energije brze čestice nakon sudara sa sporom (v ==0) i početne 
energije brze čestice pri proizvoljnom elastičnom sudaru ; 
b) koliko je sudara u prosjeku neophodno da se brzina brze čestice smanji 
105 ak ako su mase čestica jednake (mješavina istoga hladnog i vrućeg 
plina). 
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Ulam 


Bb a) Promotrimo općeniti sudar dviju čestica masa m 
i M. Komponente brzina i količine gibanja čestica u 
> 


smjeru brzine v, su: 
Va > v.cos(ĐD +da) =v,cosa 
mv, Cos a — muz Cos (9 + a) = Mu, 


Množenjem jednadžbe (1) sa m i zbrajanjem tih jed- 
nadžbi dobijemo: 


2mv, cosa = (m + M) ua 


Odatle je omjer kinetičkih energija čestica: 


My; _4Mmcos?a _ E 
mvi (M +m)? (M -+- m)? 


sin? a) 


što je ujedno relativni gubitak energije čestice m. Budući da su sudari proizvoljni, možemo defi- 
nirati veličinu b, parametar sudara koji je prema slici: b = Rsina, 


pa je 


mol R 


Muž 4imM (1 m) 
mv] (M + m)? : 


tj. čestice će se sudariti za bilo koju vrijednost 0 <b < R 


za ME RONA m s ša bž, La 
Budući da su sudari proizvoljni, treba naći prosječnu vrijednost Ri uintervalu0 <a < 3> tj. 


aza M =m 


a 
5 
ca 
DS) 
i 
o 
[39] 
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1.75. U nekim je zemljama jedrenje na ledu omiljen sport. Empirijski je ustanov- 
ljeno da jedrilica može postići brzinu i nekoliko puta veću od brzine vjetra. 


Objasnite kako je to moguće. 
Uputa: jedrilicom se može upravljati, tj. faktor 
trenja u smjeru gibanja vrlo je malen, dok je javan jena 
okomito na smjer gibanja jedrilice neizmjerno > ma 
velik. Promatrajte jednostavni slučaj gdje su = 7 
brzina vjetra (v,) i brzina jedrilice (v;) među- 
sobno okomite, a ravnina jedara čini kut # 
v 


4a< + sa smjerom gibanja jedrenjaka. 


> Pretpostavimo da je faktor trenja u smjeru gibanja jedrilice jednak nuli. Jedrilica postiže mak- 
simalnu brzinu u smjeru gibanja kada čestice zraka više ne predaju količinu gibanja jedru. "To je 
ostvareno kad nestane komponenta brzine vjetra okomita na jedra u referentnom sustavu vezanom 
za jedrenjak. Iz slike se vidi da je u tom slučaju 


tga =v,/v;, tj. maksimalna brzina jedrilice iznosi 


Vy 
tga ' 


vy= 


Ako je a < 45", izlazi |v,| > lo.|. 

U tom idealiziranom slučaju (u = 0 u smjeru gibanja) mogla 

bi se smanjivanjem kuta a postići po volji velika brzina je- 

drenjaka. U stvarnosti ipak postoji trenje u smjeru gibanja, 

te postoji konačna maksimalna brzina jedrenjaka. Iskustvo 

je pokazalo da se može postići |[v;| = 3 |v,|. 

1.76. Štap dužine / = 6 m može se vrtjeti oko vertikalne osi koja prolazi na u- 

daljenosti d = 0,5 m od težišta štapa. Masa štapa je m = 1 kg. U točki 
B djeluje stalna sila FF = 100 N kroz vrijeme t = 13 s okomito na štap. 


Odredite: 


a) kutno ubrzanje štapa za vrijeme 


djelovanja sile; A d B 
LL LL LL ELA LELE A LA LEE LL LLLLLA KI 


b) konačnu kutnu brzinu; 


c) kolika bi morala biti sila F, koja bi djelovala u točki A da bi proizvela 
isto ubrzanje. 


ba M = Ia — 2. Newtonov zakon za rotaciju krutog tijela oko fiksne osi 


> 


M=:xF=qQ2—0FK 
1 


I= lm +md? = 13171 + md% — Steinerov teorem 
E mk RE i e ri ZT z E = 76,92 rad s-2 
2 2 > 
(2! +a%)m 
de _ 1000 . mean ba _ 2,5 _ 500 _ 
Do oosa=-—- :13=10%rads O Fi=7F="7—7BN. 
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1.77. Tanki homogeni štap mase M i dužine LZ poduprt je dvama nosačima na 
svojima krajevima. U jednom trenutku jedan od nosača se izmakne. 


Nađite silu F" kojom štap pritišće na preostali nosač u trenutku nakon iz- 
micanja drugog nosača. 


> Prije izmicanja težina štapa je uravnotežena reakcijama FF podloga: 


1 


Neposredno nakon izmicanja težište štapa dobiva akceleraciju a: 
Ma=Mg—F (1) 
Budući da drugi nosač djeluje kao os rotacije, štap rotira pri čemu je moment sile neposredno 


nakon izmicanja: 


ZMe= 18 (2) 


Moment inercije I tankog štapa oko jednog njegova kraja je: 


2 2 
I=jidm=ojPA=eL 7 =ME. 


Sa o smo označili duljinsku gustoću štapa. Uvrštenjem I u (2) te uzevši u obzir da je neposredno 
nakon izmicanja nosača: 


a= Zb (1).i (2) nalazimo: 


pad. 
F = ME. 


Dakle, neposredno nakon izmicanja jednog nosača štap na preostali nosač pritišće sa svega a 


svoje težine, 


1.78. Koliku će visinu tijelo mase », u si- 
stemu prikazanom na slici proći između 
treće, £,, i sedme t, sekunde padanja? 


Ž———< m 


Zadano: m, = 20 kg, m, =10 kg, m = 
= 40 kg, u =0,25. Za koloturu pret- 
postavite da je disk (g =10 m s"?). 
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Db Tražimo akceleraciju sistema pomoću Newtonovih zakona: 


Ti—umg=ma 


mog — TIT», =maa F=ma Fi m, T 
aj i. S 
a > > n 
Ta —Tir=la=I— M = Ia Ti 
m, 
oh 24 > 
(mag — m2 — umig — ma)r=-mr pa jA E 
(m2 — uma) 2 SE HA 
a =isrims 


1.79. Na valjku polumjera r pričvršćen 
je bubanj polumjera R, a na njega 
je namotano uže. Drugi kraj užeta 
prebačen je preko male koloture 
zanemarive mase i na njemu visi 
tijelo težine Q. Težina _ valjka i 
bubnja je G, a moment inercije [. 
Kolika je akceleracija tereta O u 
slučaju kotrljanja bez klizanja valjka? 


bT>—ji= Z 4, — 2. Newtonov zakon za translaciju bubnja i valjka. 
QO—-T= £ 4, — 2. Newtonov zakon za translaciju tijela težine Q 
TR+fr=Ia — 2. Newtonov zakon za rotaciju bubnja i valjka 


T(1+2)-Ža+12(Š4 i), 
r/ g r\g 


odnos među akceleracijama: 


a="=— 

r r+R 
o(0+2)-a[Bl2)+ (04) li 

. Q (1 + Rir)? 

đ=5,.R G 


e 
2 (1 +2) +— + Ijrž, 
8 r 8 
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1.80. Pretpostavimo da imamo dva valjka jednakih dimenzija i jednakih masa. 
Jedan od njih je šupalj a drugi pun. Napravljeni su od materijala različite 
gustoće. 

Obrazložite jedan način kako bi otkrili koji je od njih šupalj, a koji pun. 


B> Oba valjka pustimo s kosine visine 4 da se kotrljaju bez klizanja. Pun valjak imat će veću brzinu 
jer mu je moment inercije manji. Upotrebljavajući zakon očuvanja energije postavimo ove jed- 
nadžbe: 


2 
mgkezmd+zhol=zmodto mr (2) = muž 
1 Ul 1 1 1 V,\? 3 
mer Zeke sm zr (7) “pr 


Iz ovih jednadžbi slijedi: 


EN 4 
v; = Veh i Y% - Visu, 


dakle puni valjak ima veću brzinu na dnu kosine tj. on će stići prije šupljeg valjka u podnožje kosine 
(t = 2s/v). 


1.81. Valjak mase #n polumjera r kotrlja se bez 
klizanja niz kosinu h. Kolika je brzina centra 
mase na dnu kosine ako je početna brzina 
nula? 

Problem riješite pomoću a) Newtonovih za- 
kona i 


b) zakona očuvanja energije! 


Bb mgsnĐO—f=ma—2. Newtonov zakon za translaciju 
M=INma=fr—2. Newtonov zakon za rotaciju 


i I 
mg sin 0 — = =ma; lm = Zmr 


v? 
3 Krui 


Pa aann 4 
=/— i =VW—egeh 
v V£2s sino Via 


Zakon očuvanja energije: 


2 , 
a= —g sin 0; 


. Rad sile trenja pretvara se u kinetičku energiju rotacije. Pretpostavljamo da nema pretvorbe ener- 
gije u toplinu koja se javlja pri klizanju. 
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djanev ie 


1.82. Homogeni valjak mase m polumjera b 
spušta se uzduž krivulje prikazane na 
slici. 

S koje najmanje visine ž moramo pus- 
titi tijelo da bi prešlo kružni dio puta? 


Kolika bi ta visina bila kada bi valjak 
mogli aproksimirati materijalnom  toč- 
kom ? 


ad zn 


> Upotrebom zakona očuvanja energije dobivamo: : 
v? ow? nu oo _o 
mgh=m=5+15+m2R I=-b ovo. ==5. 


Uvjet koji brzina centra mase valjka mora zadovoljavati u najvišoj točki putanje, ako promatramo 
iz sustava vezanog za valjak (neinercijalni sustav jer se valjak giba po pružnoj putanji), je: 


2 


zau > mg; (centrifugalna sila > težina tijela) 
11 
h= 2 R. 


1.83. U sistemu prikazanom na slici odredite akceleraciju 
pada koloture i napetost niti. Koloture aproksimi- 
rajte diskom. m, 


Zadano: m, = 10 kg, m, =5 kg 


mn 
—> 2. Newtonov zakon za rotaciju za prvu koloturu daje: 
1 Qi 1 m, 

Tu=la=>mr—=>mar 

1 1 1 2 ifi ri 2 i1%1/1> 
za drugu koloturu u sistemu centra mase te koloture: 

1 T 

Ir, =lLaz=—=>maira ' 


2 
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2. Newtonov zakon za translaciju druge koloture: 
mg T=ma 
Odnos među akceleracijama: ' m, 
đ,=d4, +41. mg 


Uvrštavanjem dobivamo: 


lk 6 
a2=2 S =58=84ms" 
a2 
j 1 
T= —?258 _140N 
aka 
m 


1.84. Izračunajte moment inercije tijela i 
akceleraciju tog tijela u sistemu pri- 
kazanom na slici. Koji je uvjet rav- 


noteže? 
: » I> [eždm=o [PdV-2n0[ [rrardz — 
: b 
R r 


h 
=2n-2o|rdr+2nko[rdr= (a8 R*+ nzr)e 
' 2 
0 0 1 


I= Bbtrh2 
= 2R2b+r2h 


Da bismo izračunali akceleraciju tijela, moramo pos- 
E taviti jednadžbe gibanja. Pretpostavimo da se tijelo gi- 
ba prema dolje: 


212+Mg-2T, =MA 


2Tir-2T,R=Ta=I4 


T,—mg=ma. 


Ako tijelo mase M padne za L u vremenu £, onda će tijelo mase m prijeći put LR/r prema gore 
zbog okretanja oboda i pasti za L zbog padanja sistema. Prema tome: 


Iz toga proizlazi: 


Uvrštavanjem dobivamo: 
Mrž—2m(R—=rr 


A TESESTICETNIĆ 


a= Mr 2mR—nNr R-r 
Mr +I+2m(R—r)? r 
Uvjet ravnoteže za sistem je A = 0, tj.: 


R—r 
r 


M_ 
2m 
Tijela mase m bit će u ravnoteži također ako je R = r. 


1.85. Biljarska kuglica mase zu i polumjera r udarena je štapom u horizontalnome 
smjeru početnom brzinom 7, tako da:se translatorno giba ali ne i rotira (uda- 
rac je bio na pravcu kroz centar mase). Faktor trenja klizanja je u, a efektivni 
faktor kotrljanja neka je u' (u s, #1100). 

Koliki put kuglica prijeđe prije prestanka klizanja? 
Koliko puta se kuglica okrene na tom putu? 
Koliki put kuglica prijeđe dok se ne zaustavi? 


Koliko okretaja napravi na svom putu? 


Bb Na kuglicu djeluje sila trenja koja joj daje moment 
sile F,R = umgR u odnosu na centar mase. Taj moment 
će zarotirati kuglicu oko centra mase. 


Prema 2. Newtonovu zakonu za rotaciju imamo: 


, 4 
M =1Ia -žmiŠ e ugmr 


gdje je a' akceleracija točke na obodu zbog rotacije. Budući da je moment konstantan, rotacija 
je jednoliko ubrzana, pa vrijedi: 


v= gt 


gdje je v brzina čestice na obodu s obzirom na centar masa u trenutku kada tijelo prestaje kliziti, 
a £ je pripadno vrijeme, Klizanje prestaje kada je brzina točke na obodu jednaka brzini podloge. 
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Za isto vrijeme brzina centra mase smanji se od v, na v (štoje ujedno i brzina podloge s obzirom na 
centar masa kuglice po apsolutnom iznosu): 


V=VvVo= at, 
gdje je a akceleracija kojom se centar mase kuglice usporava (zbog sile trenja): 


Fua=umg=ma. 
Sređivanjem tih relacija dobivamo: 


tj. brzina pri kojoj prestaje klizanje iznosi 5/7 početne brzine. 

Da bi izračunali prijeđeni put, upotrijebimo zakon očuvanja energije. Početna kinetička energija 
pretvorila se u kinetičku energiju translacije i kinetičku energiju rotacije oko centra mase te na 
rad pri svladavanju sile trenja: 


md zmo+3>Io*+umgso 


2 2 
gdje je 
5 2 
v= vo w=vjr, a I=-—mr?. 
Sređivanjem dobivamo: 
0% 
Si= . 
7ug 
Kada bi tijelo klizilo bez rotiranja, tada bi put na kojem mu se brzina smanji na 5/7 va bio: 
,_ 1248 
sSi= . 
49 ug 


Taj put je veći, što se moglo očekivati, jer u prvom slučaju tijelo još i rotira. 
Razlika tih dviju putova daje broj okretaja kuglice ako je podijelimo sa 27zr: 


5 vž 


<a 9%nugr" 


Vrijeme koje je potrebno da kuglica prestane kliziti jest: 


HAM A (o E HK a 


Put koji prijeđe kuglica nakon prestanka klizanja pa do zaustavljanja izračunat ćemo iz zakona 
očuvanja energije: 


: 1 
: zmv+zlet=umgs, 


gdje je v brzina tijela kada prestane klizanje. 
Uvrštavanjem vrijednosti dobivamo; 
L pa 
2>_E= a 


14 ug 


Kada se ta dva puta zbroje moraju dati put na kojem je kinetička energija 1/2 mwž utrošena na 
svladavanje sile trenja: 


Kgmsir +uWgms =žmo 
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Broj okretaja na dijelu puta gdje nema klizanja je: 


5v3 
Nn=:——— 
28ruwg m 
Vrijeme potrebno da se prijeđe taj dio puta je: 
Pasu v 35 Vo 
2 a Tue 


1.86. Čovjek mase m hoda jednolikom brzinom po rubu kružne ploče (disk) 
polumjera R i mase M = 6 m. Ploča može rotirati bez trenja oko osi si- 
metrije. U vremenu T = 60 s čovjek obiđe cijelu ploču. 

Za koliki će se kut a zakrenuti ploča u vremenu 7? 
Za koji kut B će se čovjek pomaknuti ? . 
Za koje će vrijeme t čovjek doći u položaj odakle je krenuo s obzirom na tlo? 


B> Budući da na sistem čovjek — ploča ne djeluje vanjski moment sile, vrijedi zakon očuvanja 
kutne količine gibanja (sila trenja između čovjeka i ploče (koja omogućuje gibanje) je sila unutar 
sistema): 

Lo = I (0 rod 0,) =0 


Iz of mR? + 2a 2m  2m m = 3 
o=-p => = >> === 2,62 + 10-2rads-! 
L+l. r(IMR'+ mr) T M+2žm 120 
dam z 
dod Memo 
21 | 2m 
P-aT=a-e)T="F(i-rira)i 
B 2aM __3z 
M+2m 2 
2m M 
+ P-dliižmt Miu) .. 
2z M+2m 
SEO MO -T =80s 


Čovjek će doći u položaj od kojeg se počeo gibati za 80s. 


1.87. a) Malo tijelo mase m brzine v udari 
o rub kugle mase M polumjera b i ostane 
na rubu. 

Kojom kutnom brzinom rotira kugla oko 
centra poslije sudara? 

b) Neka malo tijelo ima polumjer a i rotira 
oko centra mase kutnom brzinom owo, kako 
je prikazano na slici. 

Kojom kutnom brzinom rotira kugla ma- 
se M poslije sudara? Kugla može rotirati 
bez trenja oko točke 0. 


dora dlk koi oi 


B> Izradimo najprije zadatak b) jer je općenitiji! 


Zakon očuvanja kutne količine gibanja daje: 


b) K-0os:mvob = Io +mbžo 
ke ; mVvab 
ruda +mb? 


9-05 ImMOo = Iso +mb2o, 


2 
zna Og 


ZM +mb 


%y = 


' 5m 4 
o= Ve +0% = ZMismi 08% + 55 4“ 00. 


a) 0 =0 
5moVvo 


2 Misno" 


1.88. Čestica mase zn na koju ne djeluju vanjske sile pričvršćena je preko tanke 
nerastegljive niti (zanemarive mase) na obod nepomičnog glatkog valjka. 
U trenutku t = 0 čestica dobiva brzinu v u ravnini crteža okomito na smjer 
niti. Zbog toga nit se namata oko valjka. 

a) Gdje je trenutni centar vrtnje čestice? 

b) Da li se kinetička energija čestice u toku namatanja niti mijenja? 

c) Postoji li moment sile s obzirom na os 
valjka koji je okomit na ravninu crteža? 
“d) Kolika je ukupna promjena kutne količi- 
ne gibanja i kome je ona predana? 

e) Nađite kutnu brzinu čestice u bilo 
kojem trenutku u toku namatanja niti. 


B> a) Trenutni centar vrtnje nalazi se na obodu valjka u točki do koje se nit namotala u tom tre- 
nutku. 
b) Kinetička energija čestice tokom namatanja se ne mijenja. To se može pokazati na ovaj način: 


1 NJ S + > 
M=z>m=znovo (1) 
W, = dr ooozimvo+mvo) =mvo= Fo. 


F je napetost niti. Ona je u ovom slučaju po iznosu jednaka centripetalnoj sili F, = mv?/o i dje- 
luje u smjeru niti od čestice prema trenutnom centru vrtnje. Tako je W, 


W.=mooe=0 


> > j 
Kako je u svakom trenutku v okomito na o, kinetička energija čestice se ne mijenja u vremenu. 
pr 


Nadalje, prema izrazu (1) iznos brzine čestice v ostaje tokom namatanja niti konstantan. 
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c) Moment sile s obzirom na os valjka prema slici je: 


> 


+ -+ > > - > + - >> > 
M=rxF=(R+0)XxF=RXF=RFk P F m 


Pri tom smo z — os koordinatnog , 'sustava odabrali tako 
da je okomita na ravninu crteža. 


d) Kako djeluje moment sile, kutna količina gibanja se mijenja dok se nit namata: 


Promjena kuine količine gibanja od trenutka kada se nit počela namotavati £ = 0 do trenutka 
kada je potpuno namotana £ = 7 je: 


s T 
AL=[€x F)at=#R [ Far. 
O 0 


Prema a) zadatku F = mv?/o. Pri tome sila ovisi o vremenu preko o dok je prema crtežu: 
| do= — Rodt 
odo=—Rvdt 
2=G&—2Rvt 


Ukupna promjena količine gibanja je: 


: 
. 
o, 
lb 
| 
a, 
3 
a 
m 
o 


Isti rezultat se dobije i direktno iz kutne količine gibanja: 
> > _ > > > —> 
L=rxp=(R+0)Xmu=mnmoXxv=mvpok 
jer je na početku o = go a na kraju o = 0. 
Promjenu kutne količine gibanja primila je Zemlja, tj. sistem u koji je valjak učvršćen, 
€) Prema d) zadatku je: 
o= Voš —2Rvt. 
Pomoću relacije v = wo nalazimo: 


v 


Vo — 2Rvt 


1.89. Uz Sjeverni i Južni pol Zemlje koncentrirane su znatne količine leda. Kad 
bi se sav taj led otopio, podigle bi se razine svih mora i oceana. Pretpostavimo 
da je Zemlja homogena kugla gustoće o, = 5500 kg/m? i da bi potpunim 
otapanjem leda bila pokrivena jednolikim slojem vode debljine # = 10 m. 
a) Odredite promjenu duljine dana koja bi time bila uzrokovana. 

b) Obrazložite rezultate ispitivanja geofizičara prema kojima dan postaje 
nešto kraći. 


v 
= —= 
0 


57. 


iMajiea M: AAE io aje: 


. Treba naći moment inercije homogene kugle s obzirom na os rotacije. Iz 


4 2) Zbog očuvanja kutne količine gibanja imamo: 


lo=1Iow, o= 
I 
sora. 
: AI 
AT=1, 


relacije koja povezuje momente inercije kroz osi i centar. nalazimo: 


2Žrež(i zan=-2 2 _4ps 
h-3>h-3|em-2e | rav, =a 
M V 
_2 4dare bno ile Mp2 pa 
h=3e4n | tdr= gao -Z>MR, M=750%R'a 
R 
R+h 
2 8 1 
AI=1-h->e4a| rdr=fe0 KR +)" — RI 
R 
Zbog h < R u razvoju (R +- k)* zanemarimo više članove u Z/R. 
AT=550,R*:5h= mie, m=4zR'he, 
Aja = EA medibua 
“3 !eR i=“4 . 


Dakle, dan bi se produljio za 0,123 s. 


b) Uzrok je preraspodjela masa u Zemljinoj unutrašnjosti zbog postupnog skrućivanja rastop- 
ljenih središnjih slojeva. 


1.90. Na kolicima mase 2 M, koja miruju, 
nalazi se valjak mase M i polumjera R. 
Na valjak nalijeće kugla mase m < M 
brzinom v, tako da jednom leti prema osi, 
drugi put za b = R/2 iznad osi, a treći 
put za b ispod osi. Sudar je savršeno 
neelastičan. 

Da li brzina kolica ovisi o tome gdje 
će kugla pogoditi valjak u sistemu pri- 
kazanom na slici? 

a) Kolika je brzina kolica poslije sudara u navedenim slučajevima? 

b) Za koliko se promijeni kinetička energija? Zašto promjena kinetičke 
energije u sva tri slučaja nije ista? 
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> a) Brzina kolica je u sva tri slučaja ista zbog očuvanja količine gibanja: 


mv mv 


Mo o S E E S M 


b) U prvom slučaju promjena kinetičke energije iznosi: 


AW=lmyo— lozi _i13Mmo_ 1,2 _ lm 
a Ž m+r3M 2mE3M* 2" “GM? 


2 


Rezultat pokazuje da se gotovo sva kinetička energija pretvara u toplinu i da kolica dobijaju veoma 
malu brzinu (zbog m < M) 

U druga dva slučaja valjak dobiva i kinetičku energiju rotacije, Zbog očuvanja kutne količine 
gibanja imamo:. 


mub=mR'o+1o'-o(mR'+> MR) 
m ERE.) SM te: RE LA 
 2mRZ+MR. (2m+MR MR' 
Promjena kinetičke energije u druga dva slučaja je; 
čl s gtic ak i roželmoa— 2 o 
AW== mo 3 (m + 3M)w% zle = mo DOM 


Gubitak kinetičke energije je u druga dva slučaja manji zbog toga što kugla daje kinetičku ener- 
giju rotacije valjku. 


1.91. Štap dužine / =2 m i mase M = 5 kg ovješen je tako da se može njihati 
oko horizontalne osi. Os prolazi kroz njegov vrh. U štap udara metak mase 
m = 12 g koji leti u horizontalnu smjeru brzinom 7», = 500 m s-!. Sudar 
je savršeno neelastičan. 
Za koliki kut g će se štap otkloniti nakon sudara ako: 


a) metak udari u sredinu štapa; 

b) metak udari u kraj štapa? 

c) Za gornja dva rješenia dobivamo različite rezultate. Obrazložite je li 
to u skladu sa zakonom o očuvanju energije. 


Bb Primjenjujemo zakone o očuvanju energije i kutne količine giba- 
nja. Ako je u času maksimalnog otklona težište štapa podignuto 
za h, vrijedi: 


l 
=a — cos p). 


Primijenimo zakon očuvanja energije A E,= — AE; za proces koji se zbiva 
od trenutka tik nakon sudara pa do trenutka maksimalnog otklona štapa: 


A&= (Mz+mr) (1 — cos p) 
ABE lo+zmPo) 
po f 2 
gdje je r udaljenost od ovjesišta do metka. Sređivanjem dobivamo: | 


5GMP+mr) 
cosp=1— 
u, +mr)s 
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a) mvr=Io+mvr 


I M m 6my 
mo-=|1—+—|2 ===. x sd 
-(514) "M+3mjio redo 
cos p==0,945 o == 19,10". 
MP 3mv 
b) mvwl= o+mor == > 
o 3 mo 0) NMi3m) 1,787rads 


005p=0,782  p=38,51". 


C) Kut g je u b) zadatku veći, jer je veća kutna količina gibanja. Ukupna energija je očuvana jer 
je prilikom sudara u a) zadatku više energije pretvoreno u toplinu, energiju akustičnih valova itd, 


1.92. Kuglica mase m giba se brzinom 7. 
Na visini 4 iznad podloge udari o štap M 
dužine L =4 hi mase M =3 m. Štap 
se nalazi na savršeno glatkoj podlozi, 


a sudar je savršeno neelastičan, Koliki kud 2 L 
je gubitak kinetičke energije pri sudaru? h 


> Prije sudara i netom poslije suđara na sistem kuglica—štap ne djeluje rezultantna vanjska 
sila ni vanjski moment sile. Utjecaj gravitacijskog polja je zanemaren prije sudara pretpostav- 
kom da brzina ima horizontalni smjer, Očuvana je linearna i kutna količina gibanja. Centar masa 
gibat će se prije i netom poslije sudara brzinom: 


poma. mm 
cm m + M 4 . 
Položaj centra masa u trenutku sudara je na visini: 
«-Milž+mk_1, 
M+m 4 
Moment inercije sistema oko centra mase iznosi: 
oo VE 1 1.\2. 19%. 


Neposredno poslije sudara kutnu brzinu štapa oko centra masa izračunat ćemo pomoću zakona 
očuvanja kutne količine gibanja: 


7 
Lim OVem E MV (2: — 1) 


duze 
"19%" 
Izgubljena kinetička energija jednaka je razlici kinetičkih energija prije i poslije sudara: 


AW=—>mo == [7+ m) Uža + 2 lađa] mot. 
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1.93. Kuglica ima masu m. Ona udara štap čija je masa 
M =4 m i dužina L na udaljenosti d = L/2 od 
ovjesišta. Ovjesište se nalazi na / = L/4 udaljeno od l 
jednog njegova kraja. Koliku brzinu mora imati kuglica 
da bi štap došao u vertikalan položaj, ako je udar: 


a) savršeno elastičan; Mu Aa 
b) savršeno neelastičan; 


c) riješite zadatke a) i b) kada je štap zamijenjen tije- . 
lom mase M ovješenim na nerestezivom užetu du- m 
žine d = L/2. 
B 2) Za savršeno elastični sudar primijenimo zakone: 
5 mol, = + mviž + Ha 1,02 (1) — zakon očuvanja kinetičke energije 
mviud=movfnd + 150 (2) — zakon očuvanja kutne količine gibanja 


m (fa Ea via) = 1 w4 


oWd=v V; sa 
#1 (Via — Vfa) = 19 0|d Baki: usa 


uvrštavanjem 7; u (2) dobivamo: 
2mdv ja 


(I, mdž 


Kinetička energija rotacije štapa, koju je on dobio u sudaru, pretvara se u potencijalnu energiju 
kada se njegov centar masa diže: 


< Lol = Mg2(L/2—D) — uvjet da štap dođe u vertikalan položaj. 


Iz toga proizlazi: 
_bi+md že L2—D 
d Io , 


Vila = m 
I4 izračunamo pomoću Steinerova teorema: 
L 


1 2 7 
= Ž=_ 2 ima RA = — 2 
l=Nle+ME n4L +M (3 j rd 


101/ 3 
EEE 


b) U slučaju savršeno neelastičnog sudara očuvana je kutna količina gibanja: 


mvud=l0+mndoiv=(1+m2) 0, 
gdje je 
Vilo = 94. 


Uvjet da štap sa kuglicom dođe u vertikalan položaj jest: - 


5 loo +Zmod=2Mg(L2— D+m-:2deg. 


Iz toga proizlazi: 


soi »imle- a 


Mini tio 


sd krailiini 


c) Za slučaj savršeno elastičnog sudara vrijedi 


1 1 A 1 
5 muža —>mva + sMo 


mVva=mva,+Mv 


> Va bVA=vV>v=3 


Da bi kuglica mase M došla u vertikalan položaj, mora biti ispunjeno (zakon očuvanja energije): 
Mo = ME +24+ Mu, 


gdje je va dan relacijom 


> > > 
što izlazi iz uvjeta da je u vertikalnom položaju napetost niti nula (T + Mg = Ma, — relacija, 
koja prikazuje kružno gibanje tijela mase M). 
Uvrštavanjem dobivamo: 


—— M+m Io 
Va = V5gd tajske 34 


U slučaju savršeno neelastičnog sudara potrebna brzina je: 
M +m => 5 
vo="—— V5gd=5 EI 
Primijetimo da brzina tijela u vertikalnom položaju ne smije biti nula, kao pod štapa. 


1.94. Čovjek mase M stoji na horizontalnoj površini leda. Lopta mase zm mu je 
dobačena horizontalno brzinom V, ali netočno, tako da je njezina najbliža 
udaljenost od njega upravo na granici njegova dohvata d. Čovjek uhvati 
loptu ispruženom rukom i zbog toga se počne klizati po ledu i okretati. 
Pri tome on privuče loptu na udaljenost d/a i, nakon što se zarotira za 180%, 
ispusti je. 

Kolika je brzina lopte nakon ispuštanja? 
> Budući da na sistem ne djeluje vanjska sila, očuvana je linearna količina gibanja: 
mV = (m + M)o. 
Na sistem čovjek — lopta ne djeluje ni vanjski moment sile pa je očuvana kutna količina gibanja: 
mV (d nE X) poni Tomi O, = m2 02. 
Brzina lopte u trenutku ispuštanja u sistemu centra masa bit će: 
v =0,(dla— x), 
gdje su x, i x» udaljenosti mase M od centra masa prije i poslije privlačenja lopte: 


pade E, gne 
: m+M * m+M' 


Moment inercije poslije privlačenja je: 
ILom2 =" M 22 +mn (dla sa X2)?. 


Brzina lopte poslije ispuštanja u sustavu koji miruje bit će: 
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1.95. Zvrk mase m = 0,75 kg nagnut pod kutom 8 prema vertikali precesira pod 
utjecajem sile teže. Moment inercije zvrka u odnosu na njegovu os simetrije 
iznosi / = 0,003 kg m2. Udaljenost između dodirne točke zvrka s podlogom 
i težišta zvrka iznosi / == 15 cm. Kutna brzina precesije zvrka je o, =2 rad s-'. 


Kolika je kutna brzina vrtnje zvrka oko njegove osi simetrije. 


Da li rezultat ovisi o kutu 8? (Zanemarite nutaciju.) 


B> Kada zvrk ne bi rotirao oko svoje osi, tj. kada ne 
bi imao kutnu količinu gibanja, pao bi pod utjecajem 
momenta svoje težine s obzirom na točku 0 (točka dodira 
zvrka i podloge). Prema 2. Newtonovom zakonu za ro- 


> > 
taciju krutog tijela M = dLj/dt, kutna količina gibanja 
može se mijenjati samo u smjeru djelovanja momenta 
težine tijela s obzirom na točku 0. Zbog toga će zvrk 
precesirati neće pasti kada ga zarotiramo oko njegove 
osi simetrije 00'. 


Moment težine tijela s obzirom na točku 0 prema definiciji momenta sile: 
jednak je: 


IMI = | x F| = mglsin f. 


2, Newtonov zakon za rotaciju (Pišemo samo apsolutne vrijednosti. 
Smjerovi vektora dani su na slikama.) daje: 


ALI LAo 


Ar no L sinp > o. 


+ > 
Iz navedenih jednadžbi, uzevši u obzir da je L = To, što vrijedi ako 
je w > 0, dobivamo: 


_ mel _ -1 m s 
u rasi ii AD = : PE 


1.95. Viseća postelja razapeta je između dva stabla koja su međusobno udaljena 
zad =4 m. U njoj se nalazi čovjek mase M = 70 kg. Uzmimo da je masa 
čovjeka koncentrirana u sredini mreže tako da situacija izgleda kao na slici. 


63 


em renne 


a) Nađite napetost 'T užeta kojim je mreža pričvršćena za stablo ako je 
=2,5 m. 
b) Odredite koja će se viseća postelja prije poderati: ona koja je uvijek 
bila razapeta gotovo horizontalno ili ona koja je u sredini visila pre- 
ma dolje. 


Bb a) Primijenimo uvjet ravnoteže na vertikalne kom- 
ponente sila. 


Me—T,sina — To,Sina =0 
Zbog simetrije očito je T,= T,=T pa imamo: 


Mg 
m 2 sina 


Iz podataka za a i d nađemo sin a pa je: 


T= Ž Mg = 51225 N. 


b) Očito će se prije poderati ona koja je razapeta horizontalno. Ako je kut a manji od 30“, nape- 
tost užeta veća je od težine čovjeka. Za vrlo malene kutove napetost postaje veoma velika, što će 
svakako utjecati na otpornost užeta. 


1.97. Kojom silom F moramo djelovati .da 
bi kotač težine G i polumjera r po- 
digli na visinu h? 


u 


4, 


b U slučaju ravnoteže sila (N + R + F + G = 0) na kotaču uz uvjet N == Q0 mora biti ispu- 
njeno: 


Ako djelujemo većom silom F kotač će se podi- 
gnuti. 


1.98. Lanac dužine L prebačen preko stola djelomično leži na stolu, a djelomično 
visi. Faktor trenja između stola i lanca je ug = 0,2. Koliki je najveći omjer 
dužine L, lanca koji visi, prema ukupnoj dužini L lanca? 
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> Nacrtajmo dijagram sila za dio lanca na stolu i dio lanca koji visi. Mase odgovarajućih dijelova 
anca su 


mqa—LJL i mLJjL 


Prema 2. Newtonovu zakonu suma svih sila na pojedine dijelove mora biti nula (lanac miruje): 


fu -_ T == T.— MP == 0 I 

= me S“ g+N= 

fu = uN L 
Iz gornjih jednadžbi dobivamo: mig 


L-Li> 
m-——g 
L_ poi z 


bo 


jea 


1.99. Ljestve dužine L = 10 m i mase mn = 15 kg naslo- 
njene su na gladak zid pod kutom a = 60? pre- 
ma horizontali. Odredite silu i faktor trenja između 
ljestava i tla koja je potrebna da bi se čovjek mase 
.M = 60 kg mogao popeti na / =3 m od gornjeg 
kraja ljestava. Zanemarujemo trenje između ljestava i 
vertikalnog zida. 


Bb IiTII uvjet za statiku krutog tijela daju ove jednadžbe: 


8-0 

: mr+Mg—Ni=0  —x-0 

N,—F=0 — y-os 
Ž M, = 0 


mg L|2cosa +(L—BDcosaMg — LNz sina = 0; 
r-|fm+u(1—7)| ctga = 280 N 


F> 280 N 


Bo. 
ZA, Mime 


=0,38; u 20,38. 
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1.100. Koloturu vučemo užetom koje je omotano 
oko osovine, kako je prikazano na slici. 
Pri tome je ubrzanje koloture a. 


Koliki mora biti faktor tenja u iz- 
među podloge i koloture da se kolo- 
tura kliže bez okretanja? 


> Na gibanje koloture djeluje neka sila F u točki A i sila trenja u točki B. Razlika tih dviju sila 
daje rezultantno gibanje akceleracijom a prema 2. Newtonovom zakonu: 


F-f=ma (1) 
gdje je m — masa koloture . Ps 
/ \ 
f = pmg — prema definiciji sile trenja, (2) [ zas \ 
|W /i g 
Uvjet da ne dođe do okretanja jest da je rezultantni mo- \ e E AA va 
ment tih dviju sila nula: > A / 
f S. pe 
B 
Fr—jR=0. (3) 


Kombinirajući (1), (2) i (3), dobivamo 


ar 
ŠER 


1.101. Na tlu jedan do drugoga leže dva debla. 
Iznad njih naslonjeno je isto takvo deblo. 
Koliki je minimalni faktor trenja pri kojem 
se debla neće razdvojiti. Faktori trenja 
između debla i između njih i 
tla su jednaki. 


Bi res IR pe I LK 


B> Ukupni moment sila mora biti jednak nuli da deblo 
ne rotira: 


rFa—rFuz =0> Far = Faz. 


Budući da je: 


Far = uN i Faz =uF= N=rF 
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Rezultanta svih sila koje djeluju na deblo mora biti također jednaka nuli da tijelo ne translatira. 
Dovoljno je promatrati x-komponentu rezultantne sile (a = 60%): 


Faz Sina + Fay > Fceosa =0. 
Iz navedenih jednadžbi slijedi: 


Cos a 
garan a 


1.102. Jednostavna dizalica sastoji se od homogena štapa mase m i dužine /. Štap 
je svojim nižim dijelom pričvršćen na osovinu postavljenu blizu zida. Na 
njegovu vrhu ovješen je uteg mase M. On se podigne u položaj u kojem 
zatvara kut O s okomitim zidom pomoću užeta pričvršćenog za štap na 
udaljenosti x od njegova nižeg kraja. Pri tome je uže okomito na zid. 


a) Nađite napetost užeta T. 


b) Diskutirajte o ovisnosti napetosti užeta o kutu 9 i položaju x. 


B a) Kako je u danom položaju sistem u ravnoteži, zadatak 
možemo riješiti na osnovi činjenice da je suma momenata sila s 
ozbirom na osovinu štapa nula; 


SM -šrxFao 
1 1 


Z me sin (180 + 6) + IMg sin (180 + 8) + 
+xTsin(90 + 0)= 0 


T-£(2 +M)tg0. 


Zadatak možemo riješiti i pomoću principa virtuelna rada. Pri tome se promatra zamišljeni rad 
vrlo malog pomaka sistema iz položaja ravnoteže. U našem slučaju zamislimo da se štap zavrtio 
za dođatni vrlo maleni kut & i pri tome pom uteg (zamišljene) težine T. Uteg je SvE: 
šen na uže preko koluture učvršćene na zidu, x 


Zamišljeni rad jednak je promjeni potencijalne energije sistema: 


Ar =A Wa +AWu 


MglAO&sinO + mg 546 sin O = laB.sin8 


= TxA0 cos O 


b) Vidimo da za dovoljno maleni kut O 
(0 < 45%) 
i za dovoljno velik x 
=) 
napetost užeta može biti znatno manja od 


tikupne težine štapa i utega. 
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1.103. Za vaganje preporučenih pošiljaka na pošti često se upotrebljava vaga koja 
izgleda približno kao na slici. Predmet mase x stavi se na zdjelicu mase 
X. Zdjelica je spojena za os vage preko šipke zanemarive mase. Za neopte- 
rećenu vagu neka je dio šipke između zdjelice i osi horizontalan i dužine s. 
Na drugom kraju šipke dužine / (koji je savijen u odnosu na dio s) nalazi se 
uteg mase 114. Uteg se može pomicati duž kraka /. Općenito je uteg m 
na udaljenosti 


I 
* == — od osi : 
l 3 od osi vage 


a) Da li će ova vaga biti osjetljivija kada je uteg m, bliže nižem ili bliže 
višem kraju kraka /? 


b) Izrazite nepoznatu masu x pomoću ostalih veličina ako se njezinim stav- 
ljanjem na zdjelicu krak / otklonio za dodatni kut g od prvobitnog položaja ao. 


c) Nađite masu toga predmeta ako je 
mo =0,05 kg, s =0,09 m, " = - S 


=0,1 m, a, = 25 50 i o = 30". Ko- 
lika je masa zdjelice x? 


d) Nacrtajte ovisnost kuta p O masi x 
u području 0 < x <6 - 10-2kg. Akose 
na polukružnoj skali ispod kraka / nacr- 
taju linije koje označavaju masu pred- 
meta koji se važe, kako će one biti ras- 
poređene: gušće ili rjeđe za veće mase? 


e) U čemu je u ovom slučaju prednost 
ovakve vage pred uobičajenom vagom 
jednakih krakova? 


Bb a) Bit će osjetljivija kada je bliže višem kraju. Naime, tada će tijelo manje mase x izazvati veće 
zakretanje kraka /. Time se može mijenjati mjerno područje. 
b) Kad u zdjelici nema predmeta mase x, uvjet ravnoteže je da suma momenata sila oko osi 0 


bude nula. 
> > > 
>M=žnxB=0, 
1 i 
U našem slučaju imamo: 
s I . 
5*Xg = — Mogsina, 
n 
D. 
Xo=Mo—sinag (1) 
ns 
Slično je u slučaju kada je uteg mase x u zdjelici vage: 
l : 
S(Xx -H Xo)2 cos p = pra mogsin(ag + p) 


x + Ko = (I molsn)sinag + (] mojs 1) cos a4 tg o (2) 
Na osnovi relacije (1) imamo: 


lmo 
Kk = dai COS Go tg p (3) 
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C) Uvrštenjem podataka u izraze (3) i (1) nalazimo: 


y 
x=289g sa 
Xo= 24.2 g. 
40 
d) Iz relacije (3) dobivamo: 
30 
p=arctg i s) = arc tg — dA 20" 
mol cos ag ke“ 
10* 
Iz dijagrama vidimo da će linije koje pokazuju masu ' 
predmeta koji se važe postajati sve gušće za veće mase dh. 2-.3. 4 Bom OZkg 


predmeta. 


€) Prednost ove vage je da je osjetljivija za male mase nego za velike što je posebno važno u poš- 
tanskom radu. Nadalje, vaganje je relativno brzo jer otklon kraka / neposredno određuje masu 
predmeta ako je skala propisno izbaždarena. 


1.104. »Apollo« bio je prvi svemirski brod s ljudskom posadom koji se spustio 
na Mjesec. Podaci u priloženoj tablici su iz vremena kada je njegova putanja 
bila gotovo okomita na Zemljinu površinu, a motori isključeni pa se mogu 
upotrijebiti za provjeru zakona gravitacije. 


Tablica: 

Vrijeme nakon lansiranja | Udaljenost od centra Zemlje Brzina 
sati-minute-sekunde m ms"! 
03-—59—00 26,3 + 105 5374 
04—09—00 29,0 + 105 5102 
05—58—00 54,4 + 105 3633 
06—08—00 56,4 . 105 3560 
09—-57—00 95,7 + 105 2619 
10—07—00 97,2 + 105 2594 
19—56—00 169,9 + 106 1796 
20—06—00 170,9 + 105 1788 


a) Odredite smanjenje brzine, srednju akceleraciju usporavanja u kraćim 
vremenskim intervalima (10 min) i srednje udaljenosti letjelice od središta 
Zemlje u tim intervalima. 

b) Nacrtajte dijagram ovisnosti srednjih akceleracija o recipročnim vijed- 
nostima kvadrata srednjih udaljenosti broda od centra Zemlje u odgovara- 
jućim vremenskim intervalima. 

Cc) Obrazložite što prikazuje dobiveni dijagram i koje veličine određuju 
nagib dobivena pravca. ' 


B> a) Promjene bržinelm s-! Srednje akceleracijelm s? Srednje udaljenosti|m 
—272 0,453 27,65 + 105 
— 73 0,122 55,4 + 105 
— 25 0,0417 96,45 + 105 
— 8 0,0133 170,4 + 105 
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srl vedra zavjete 


b) 


04 0,8 : 12 
72 10'%/m? 


Cc) Dočiveni dijagram prikazuje kako sila po jedinici mase letjelice ovisi o recipročnoj vrijednosti 
kvadrata njezine udaljenosti od centra Zemlje. Ovisnost je linearna, znači da sila privlačenja opada, 
s kvadratom udaljenosti, To se i očekuje prema zakonu gravitacije. Ta sila po jedinici mase na- 
ziva se gravitacijsko polje. Ona ima isto značenje kao i ubrzanje sile teže g na Zemljinoj površini, 
ali na ovim udaljenostima jasno pokazuje ovisnost o kvadratu udaljenosti. 


Primjenom zakona gravitacije nagib X ovog pravca je: 


F=ma = ia 
7% 
1 
& Ko 
K =GM 


Doista, uvrštavanjem vrijednosti za konstantu gravitacije G = 6,67 +: 10-'! Nm? kg-? i masu 
Zemlje M = 5,98 + 102% kg dobivamo upravo nagib našeg pravca K. Time podaci prikupljeni 
praćenjem leta »Apolo 11« i kvantitativno potvrđuju zakon gravitacije. 


1.105. Pokažite da brzina satelita koji kruži oko Zemlje konstantnom brzinom ovisi 
o udaljenosti od Zemlje. 
Zemlju zamijenite kuglom u kojoj je masa homogeno raspodijeljena. 


B> Brzina ovisi o udaljenosti, jer je centripetalna sila, koja drži satelit mase m na kružnoj putanji 
mv2i(R + hk), upravo gravitacijska sila GmM/(R + Bh). 


Iz toga slijedi: 
M 
aa 


1.106. Da li su tijela u satelitu koji kruži konstantnom brzinom oko 
Zemlje na visini x u bestežinskom stanju ? 


gdje je R polumjer Zemlje. 


PB 2) Iz dijagrama sila u sustavu satelita (neinercijalni sustav), vidimo da je rezultant- e 
na sila nula. ' F 
s 
F — inercijalna ili fiktivna sila, zbog toga što smo u neinercijalnom sustavu. Ona je m 
jednaka produktu mase tijela i akceleracije gibanja tog sistema. v2 (R + h) 

Fa 


-+ 
F,g;— gravitacijska sila. 
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Dakle, imamo: 


a 2 
| mnM mv — 0 


B+P= RRIF RFA 


gdje upotrebljavamo za brzinu rezultat iz prethodnog zadatka. Dakle, rezultantna sila na tijelo 
u satelitu (neinercijalan sustav) jednaka je nuli, pa će tijelo lebdjeti. Međutim, težina tijela nije 
jednaka nuli ako je definiramo kao silu koja djeh je na tijelo u gravitacijskom polju Zemlje. Dakle, 
bestežinsko stanje nije priklađan naziv za tu situaciju. 


1.107. Koliko bi morao trajati dan na Zemlji da bi tijela na ekvatoru bila u beste- 
žinskom stanju? Gustoća Zemlje je e = 5,6 x 10kgm-*. 


> Nacrtajmo sve sile koje djeluju na tijelo na površini Zemlje. Podrazumijevaju se sile u sustavu 
vezanom uz Zemlju (to je neinercijalni sustav, jer Zemlja rotira oko svoje osi, pa moramo dodati 
centrifugalnu silu): 


Iz uvjeta zadatka (zm R o? — centrifugalna sila; Q — težina tijela, N — reak- 


cija podloge) i Newtonova zakona proizlazi: N 
O—mRo? =0; N=0 mRo? 
mM 4 
O=mg = GS = 5 Rm Go. 
m 
Iz navedenih jednadžbi dobivamo (G — gravitacijska konstanta): 
3 A Le 
T= Go = 5,02 + 105 s = 1,4 sata. mg 


1.108. Udaljenost Marsove putanje (pretpostavite da je kružnica) od Sunca je 
1,524 puta veća od udaljenosti putanje Zemlje od Sunca. 


Koliko Zemljinih godina traje Marsova godina? 


> Uvjet da Zemlja i Mars kruže oko Sunca jest da gravitacijska sila daje centripetalnu akcelera- 
Ciju, pa prema 2. Newtonovu zakonu imamo: 


mzMs 29 Mz vŽ 


RR 


V — brzina Zemlje, odnosno Marsa. 


Mu Ms Mu 


R4 Ru“ 


G 


Iz navedenih relacija upotrebom v = m. dobivamo: 


R3. ne 
n= VE T= V1,5245 == 1,88 godina. 


3 
Z 


1.109. Nađite na kojoj udaljenosti od Zemlje i po kojoj kružnoj orbiti treba kružiti 
satelit da bi se promatraču na Zemlji pričinjao stacionarnim. Koliko takvih 
orbita postoji? 


Ti 


zd sandi e nee 


B> Budući da je staza kružna: 


mvt  GMm 
rm 
SS 
SU 
or = GM. 


Budući da se satelit pričinjava stacionarnim, kutne brzine satelita i Zemlje su iste 


2n 
o\= => 


T 
Iz privlačenja tijela na Zemljinoj površini odredimo produkt G M; 
GMm _ 


r24,2 +: 107 m = 42000 km 
h=r— R =35600km. 


Satelit je u ekvatorijalnoj orbiti. Po 3. Keplerovu zakonu postoji samo jedna takva orbita. 


Do 


1.110. Kada se alpinist penje uz stijenu, osim težine na njega djeluje i privlačna 
sila prema stijeni zbog njihova gravitacijskog međudjelovanja. Pretpostavimo 
da je stijena dio visoravni koja ima približno oblik valjka visine # = 4000 m 
i promjera baze D = 5000 m i da je alpinist dospio do polovice njezine 


visine. Prosječna gustoća stijena o, 
je oko 3000 kg/m?. 

a) Kolikom silom privlači planina 
alpinista ako je njegova masa m = 
= 70 kg? 

b) Ako alpinist želi odrediti tu silu, 
a ne zna razmjere planine (jer se još 
nije popeo), može se poslužiti viskom, 


tj. može mjeriti otklon viska od vertikale u tom položaju. Koliki bi taj 


kut otklona bio? 


C) Kako bi alpinist znao što je vertikala, odnosno kako bi trebao izvesti 


pokus da dobije kut otklona viska? 


Napomena: 


Sličan pokus je doista prvi put izveden na jednoj planini u Peruu 1740. 


godine. Rezultat je iskorišten za izračunavanje mase Zemlje i dao je jedan 
od prvih dokaza da Zemlja nije šuplja kugla ili ljuska ispunjena vodom kao 
što se to tada pretežno vjerovalo. Naime, gustoća Zemlje koja je tako do- 
bivena bila je znatno veća od gustoće stijena. To je isključivalo značajniju 
prisutnost vode ili zraka ispod Zemljine površine. Primijetimo da se po- 
moću tih podataka također mogla izračunati konstanta gravitacije G koja tada 


nije bila poznata. 
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A a) Pomoću Gaussova zakona _$ Ed = 4no [ o dV izračunamo gravitacijsko polje už- 
S v 


rokovano masom planine na mjestu gdje se nalazi alpinist. Kao površinu integracije izaberimo 
površinu valjka čiji je polumjer r == D/2, visina A/ a obavija stijenu na mjestu gdje se nalazi alpinist, 
Možemo zaključiti da je zbog simetrije, gravitacijsko polje okomito na površinu plašta valjka, 
svuda jednakog iznosa (ako je Al dovoljno malen) te sa smjerom prema unutra. 


2 
E2Žmi=4n Go, pmAl 


E=0GnD 
Iz definicije polja dobivamo: F,=0GaDm=022N 
9 tg O = sE = 0,00032 ' 
Budući da je tg O malen, on je približno jednak kutu 9: 
O = 0,00032 rad 
91. 


c) Jedan način je da odredi smjer viska prema smjeru neke daleke fiksne zvijezde te otiđe na su- 
protnu stranu planine, ali na istu visinu, i ponovi taj postupak. 


1.111. Dvije zvijezde gibaju se kružno oko zajedničkog centra 


masa konstantnim brzinama 7, i v». Polumjer jedne 

od kružnica je r,. Odredite polumjer druge kružnice i 

mase zvijezda. / m2 
> Centar masa tih zvijezda mora biti na pravcu koji ih spaja te miruje, 


jer ne djeluju vanjske sile. Očito je da im je ophodno vrijeme jednako: 


2mri 2172 V2 
I=—>)>h =>—>>->rn= —>r. 
Vi V2 Vi 


Nadalje, gravitacijska sila između ta dva tijela daje centripetalnu akceleraciju, pa zbog 2. New- 
tonova zakona imamo: 


ZLA v7 vŽ 


ReGooika ; 
Grdr) r2 


Slijedi: 


: I 
m,= ETE (V, +02); m= Lov + V2)“. 


1.112. Satelit je ubačen u kružnu putanju polumjera R koja prolazi gornji sloj 
atmosfere. Zbog toga postoji sila trenja F,, = Kv" (v je brzina satelita). 


Trenje uzrokuje promjenu (smanjenje) udaljenosti satelita od Zemlje € = 


= — k (k je pozitivno i maleno, pa su gubici energije satelita pri svakom 
ophodu oko Zemlje mali prema njegovoj ukupnoj kinetičkoj energiji). . 
a) Nađite točan izraz za silu trenja. 

b) Provjerite dimenziju te sile. 
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Bb a) Promjena kinetičke energije satelita u jedinici vremena jednaka je radu koji izvrši sila trenja 
u jedinici vremena. ' 


ddr dti dr 


dV _dWidr_ _,dW_ + (Gm) 


on ED 
K(2) 2 - (57). 


Budući da sve veličine u gornjim izrazima ne ovise o r, uvjet je ispunjen jedino uz n = 3. 


m 

2 — GM 
= M3 
Pas GM 


Vidimo da sila trenja raste s kubom brzine. 
_ ILT-'JIM][L? T-3] 
b) [Fe] — [L3T-? M-'][M] 
1.113. U zadatku 1.104. su podaci za brzinu i udaljenost »Apolla 11« od središta 
Zemlje u nekim točkama njegovog leta prema Mjesecu, i to dok su raketni 
motori bili isključeni. 
a) Nađite kinetičku energiju po jedinici mase »Apolla 11« u tim točkama i 
prikažite je grafički prema recipročnoj vrijednosti udaljenosti od središta 
Zemlje. 
b) Koliki je nagib dobivena pravca? Obrazložite njegovo značenje! 
c) Zašto dobiveni pravac ne prolazi kroz ishodište i što zapravo određuje 


odsječak na osi apscisa ? 
Bb a) Iz podataka u zadatku 1.104 najprije nađemo recipročne vrijednosti udaljenosti «Apolla 11« 


= [MLT-]. 


(5): kinetičku energiju po jedinici mase: 


rim 26,3 - 106 [29 +105 | 54,4 +105 | 95,7 + 105 169,9 + 105 
i/r /im=! 3,8 + 10-% | 3,45 + 10-# | 1,84 + 10-# | 1,045 + 10-# 0,59 + 10-# 
v/ms-! 5374 5102 | 3633 2619 1796 

z IJ kg-! 1,44 +107. [1,3+107.  [ 6,6: 105 [3,43 + 106 1,6 + 105 


jski 


drenira 2 + 


b) Nagib dobivena pravca je K = 4+ 10'4N m?kg-! što je jednako produktu G M;; G = 
== 6,67 +: 10-t1, M, = 5,98 + 1024, Dakle, dobiveni dijagram pokazuje da je promjena kinetičke 
energije po jedinici mase letjelice jednaka promjeni potencijalne energije po jedinici mase koja 
ovisi o r7!, a naziva se gravitacijskim potencijalom 


S GMz 
G= 
r Why 
' m/* kg 
c) Odsječak na osi apscisa označava udaljenost 
(njezinu recipročnu vrijednost) na kojoj kinetička 
energija »Apolla 11« postane nula. "To je, dakle, 142 
najveća udaljenost do koje svemirski brod može 
stići bez ponovne upotrebe motora. Ona se može 08 
naći i pomoću zakona očuvanja energije: 
AWx _ _ AW, oA 
mo m 
i. og 1 1 
—»= tai . 1/tra 
2" GM, ( : =) 1 2 3 4 df 


Primjećujemo da najveća udaljenost do koje će letjelica stići, ovisi o njezinoj brzini, ne i o masi. 


Napomena: 


U ovom su zadatku i zadatku 1.104 upotrebljeni podaci o gibanju tijela sa svrhom da se odredi 
oblik sile na to tijelo ili način na koji se mijenja njegova energija, što se često koristi pri istraživa- 
njima u fizici. 
1.114. Kada je Zemlja najbliže Suncu, njihova je međusobna udaljenost 7, = 
& 1,475 105 km, a kada je najdalje, r, == 1,525 + 10% km. 
a) Koliki je ekscentricitet Zemljine putanje? Koliki je omjer njezinih brzina 
kada je najbliže i najdalje od Sunca? i 
b) Nađite ukupnu energiju (kinetičku i potencijalnu) Zemlje na njezinoj 
putanji oko Sunca? 
c) Ako bi, pretpostavimo, zaustavili Zemlju u bilo kojoj točki njezine pu- 
tanje, koliko bi vremena proteklo od tog trenutka do njezina pada na Sunce? 


B> a) Za eliptičnu putanju vrijedi: 
n=a(l+e) 
h=a(l1—e). 


Iz te dvije jednadžbe dobivamo iznos velike poluosi a = 1,5 + 10!! m i ekscentricitet e = 0,0167. 
Po 2. Keplerovu zakonu za vrlo kratki vremenski interval u neposrednoj blizini perihela (točke 
u kojoj se Zemlja najviše približi Suncu) i ahela (točke u kojoj je Zemlja najdalje od Sunca) vrijedi: 


VAtnowAtn, 
2. ".2 


Budući da je e < 1, e ez 1 + 2e, omjer najveće i najmanje brzine je 1,0334. Primjećujemo da 


je brzina Zemlje na njenoj putanji oko Sunca praktički konstantna što uzrokuje podjednako tra- 
janje godišnjih doba. 
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mamma 


b) Ukupna energija Zemlje na njenoj putanji oko Sunca je: 


mu? _ GM.M: 
2 r : 


Pri tome smo uzeli da je potencijalna energija u beskonačnosti nula. Ukupna energija je konstantna 
i ima jednaku vrijednost u bilo kojoj točki putanje, pa u eksplicitnu obliku ne smije ovisiti o među- 
sobnoj udaljenosti r Zemlje i Sunca ni o vremenu. Da bi našli eksplicitni oblik, prikladno je pro- 
matrati ukupnu energiju u perihelu i ahelu gdje se radijus-vektori i brzine mogu jednostavno 
izraziti iz relacije koje smo izveli u 2) zadatku. 


_Maž_ GMM, _ Ma E — e MAM, 
m. m2 ta 2 Pll+e a(l+e 
Ma MM, _ Z_,2 MM. 

ka arak sA ori: 


Budući da je W, = W,, izjednačenjem desnih strana ovih jednadžbi dobivamo izraz za brzinu 
Zemlje u perihelu: 

1+e 

2 

U; GM, 2 (= 


Uvrštenjem izraza za vŽ u izraz za W, dobivamo ukupnu energiju Zemlje: 


GM.M, 1 +9  GMM>: GM;M, 


Primjećuvjemo da ukupna energija ne ovisi o ekscentricitetu putanje, već samo o velikoj poluosi. 
Uvrštenjem podataka M, 22 + 10%%kg, M 6 -:107*%kg i G6,67 - 10-'!Nm?kg-? 
dobivamo W e 2,67 + 1052]. 


Cc) Padanje Zemlje na Sunce možemo sinatrati graničnim slučajem eliptične putanje kada se ekscen- 
tricitet približava jedinici (e = 1). Očito je u tom slučaju vrijeme padanja jednako polovici vre- 
mena ophoda (perioda) koje bi Zemlja imala na takvoj putanji: 


me 
t=T. 


Period takve putanje nije međutim jednak periodu stvarne Zemljine putanje T jer se i iznos velike 
poluosi promijenio (smanjio dvaputa). To je zato jer smo, da bi je zaustavili, morali Zemlji odu- 
zeti čitavu kinetičku energiju. Ona je jednaka polovici ukupne energije na osnovi izraza u b) za- 
datku. Period nove putanje nađimo iz 3. Keplerova zakona znajući da se velika poluos dvaput sma- 


njila, 
T'\2 a \3 
(7) = (2) 
1\2 
*'=[—12 
T ( >) T. 


Odavde je vrijeme za koje bi Zemlja završila na Suncu: 


Uvrštenjem T == 365,25 dana nalazimo £ = 64,6 dana. 


1.115. Halleyjev komet je posljednji put bio najbliže Suncu (perihel) 1910. godine 
i tada izazvao snažnu uznemirenost većine ljudi. Tada je pronađeno da ta 
udaljenost r, iznosi oko 90 . 10% km. Pojava istog kometa se ponovo oče- 


“kuje 1986. godine. 
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a) Nađite najveću udaljenost toga kometa od Sunca r, i ekscentricitet nje- 
gove putanje. 

b) U kojim točkama komet ima najveću, a u kojim najmanju brzinu te ko= 
liki je omjer tih brzina? 


> a) Vremenski interval između dvije uzastopne pojave kometa jednak je trajanju njegova ophoda 
oko Sunca tj. T = 76 godina. Ako se usporede podaci za komet s onima za Zemlju, iz 3. Keple- 


(=) = (7) 
az T 


3_ 
mE ZNEE 
T 


Uvrštenjem podataka a, == 1,5 : 10!!m, T = 1 g za Zemlju, nalazimo da je velika poluos kometa: 
đu 222,7 + 10/2 m. 


Iznos au pokazuje da je putanja kometa elipsa koja je vrlo 
izdužena, tj. ima veliki ekscentricitet. 

Sa slike vidimo da je r, +1, = 2a pa je najveća udaljenost 
od Sunca: 


n=2a—n=5,29 +: 10/2 m. 


Ekscentricitet e je po definiciji omjer - pa prema slici dobivamo: 
h=da(l1—on=da(1+0 
EM sie i Bo 
e no 0,967. 


b) Na osnovi 2. Keplerova zakona jasno je da će brzina kometa biti najveća u perihelu, a najmanja 
u ahelu. Za vrlo kratki vremenski interval Az u tim točkama vrijedi: 


Vmin BE Ta Veake OLT, 


2 2 
zmaki a E ne 58,8. 
Vmin Tp 


Vidimo da je omjer ovih dviju brzina znatan, što je posljedica vrlo ekscentrične eliptične putanje 
kometa, 


1.116. Mali satelit opisuje kružnu putanju polumjera a oko Zemlje s periodom t. 
Ako su A i T odgovarajuće veličine za Mjesec, 3. Kaplerov zakon kaže da 
vrijedi: 

(a/A)* = GG/T). 
Pokažite da to nije egzaktno, jer je zanemaren omjer masa Mjeseca i Zemlje 
(as 1/81), i nađite korekciju. 
> Ako Mjesec ne utječe na Zemlju, onda vrijedi: 


mo A = o 


17 


i 
mene ena 


odnosno: 


a za satelit: 


=|- 


pa je: 


T\? A\ 
nisi 
što je 3. Keplerov zakon. S obzirom da Mjesec i Zemlja čine problem dva tijela, jer je 3; — Lam 0, 
tada je inasa koja je u izrazu za period Mjeseca reducirana masa: 
(=) - _ 44%. 1 
2a/ 1+ zani 
8Bim m 


pa je stvarni opaženi period Mjeseca: 
Prije je bilo: 


pa je: 


Dakle 3. Keplerov zakon u ovom slučaju glasi: 
t\? a\3 
() -(4) 
(2) (7) 
A) &\T)' 


1.117. Na slici su prikazana četiri uređaja koja u zemaljskim uvjetima mogu titrati. 
Koji od njih (ako i jedan!) bi titrao u svemirskom brodu koji bi se gibao 
stalnom brzinom daleko u svemiru te bi u njemu bilo bestežinsko stanje? 


d) 
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B- 2) Nijedno njihalo ne bi funkcioniralo, jer je sila koja uzrokuje njihanje na zemlji, sila teža. . 
U svemirskom brodu nema te sile, a ni neke druge, pa nema ni titranja. Iz izraza za period malih 
titraja takva njihala 


uvrštenjem g == 0 dobivamo T = o. 


b) Isti zaključak vrijedi i za tekućinu u svinutoj cijevi. Sila koja uzrokuje titranje proporcionalna 
je razlici pritiska zbog razlike visina tekućine u dva kraka. 'Taj pritisak je opet proporcionalan i 
gustoći tekućine i ubrzanju sile teže. Također period titraja tekućine u cijevi presjeka S 


T=2 V s 
"| Sog 


c) Sila koja uzrokuje titranje u ovom slučaju je elastičnost zavojnice, pa će sistem titrati iu bes- 


postaje beskonačan ako je g =0. 


mm : : z | : E meDoka m ; 
težinskim uvjetima. Nadalje period njegova titranja (u području elastičnosti) T = 22 E ostaje 
isti kao i na Zemlji, jer i njegova masa (tromost) ostaje ista (ukoliko brzina broda nije takva da 
treba uzeti u obzir relativističku promjenu mase). 


također ostaje 


d) Problem je potpuno analogan slučaju c) i period titranja T = 2m Vere 
i 2 


\ 


isti ako se zanemare relativistički efekti. 


1.118. Gravitacijska sila djeluje na česticu u homogenoj kugli proporcionalno 
udaljenosti od centra kugle. Ako je takva kugla Zemlja kroz koju je uzduž 
njezina promjera napravljena šupljina, odredite: 

a) koliko je vremena potrebno tijelu da sa Zemljine površine stigne u sre- 
"dište Zemlje; 

b) kolika je pri tome maksimalna brzina tijela i u kojoj točki ju postiže; 
c) da li će brže stići od jednog pola do drugog »nulti« satelit (nulti satelit 
bi kružio oko Zemlje po njezinoj površini) ili čestica; 

d) Izvedite izraz za silu na česticu unutar Zemljine kugle. 


ba) Čestica titra oko središta Zemlje s periodom: m 
jes 
ZD 
U početnom položaju: mr=—k 0 
mg = kR,k = 2 ' 


Čestica prijeđe put do središta u četvrtini perioda: 


x lea 
I 5 ve 3B) IE o ago: = 21 min. 
4 21 g 


2 10 


b) Maksimalna brzina se može izračunati iz ove relacije 


v=wR = VRg = 79kms-! 
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ili rješavanjem jednadžbe gibanja. Opće rješenje te jednadžbe je: 


r= Acos ot + B sin et 


u trenutku t=0, r=xR, v=0 paje (> Resor Res (41 
_dr_ Ve ' V£ 
dk rak RI R' 
uvjet maksimuma: 
d__ g Ve ' 
O R 5 9% R79 
pa je: 
rame. ahe 
RA. meke 
odnosno: 


ar=Rcos JA 0 
C) Nulti satelit je onaj koji bi kružio na razini površine Zemlje, dakle: 
mo? 2 
Ro 4 


v=VRg = 7,9kms“!. 


Put između dva Zemljina pola je Rz, pa je potrebno vrijeme“ 


mre 
ti=yvz===\|—=42mi. 
'"VRe g 
Dakle, stigli bi istodobno, što je i razumljivo s obzirom da je gibanje kroz Zemlju projekcija gi- 
banja satelita. 


d) Korištenjem Gaussova zakona: 
— JE -aS — 4n6 [ cdV, : 
S V 
gdje je E gravitacijsko polje na sfernoj ljusci sa centrom u središtu Zemlje, a o njezina gustoća. 


—E|aP = 4nGo|[ av 


—E.4nur = 4nGo + rm 


3 
soje, 
sila F je: 
Rope rom = —kr 
3 
k= GMm 4r GMm gm 
==—>>==r= 
4 R2 3 R* R R 
3 
F=—r 
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1.119. Neko čvrsto tijelo mase m = 4 kg ovješeno je na horizontalnu os zanemariva 
trenja udaljenu d = 0,5 m od njegova centra masa. Moment inercije tijela 
oko te osi je I = 1,25 kg m?. 


2) Nađite diferencijalnu jednadžbu koja opisuje promjenu kuta otklona 0 
od položaja ravnoteže o ovisnosti o vremenu. 

b) Nađite rješenje te jednadžbe za slučaj malih oscilacija (uz početne uvjete 
ut=0,0 =09i60 =0)i period tih oscilacija. 

c) Pokažite da postoje dvije osi s istim periodima, tj. da istom periodu 
odgovaraju dvije vrijednosti za udaljenost d. 

d) Nađite minimalni period titranja koji bi to njihalo moglo imati. 

€) Može li period fizikalnog njihala biti manji od perioda matematičkog 
njihala iste udaljenosti ovjesišta od težišta? 


Koliki je omjer perioda iz c) dijela zadatka i perioda matematičkog njihala 
dužine == duin? 


> a) Moment sile teže na tijelo zakrenuto iz položaja ravno- 
teže za kut 0 jest: 
Ja = — mgd sin 0. 


Kutna akceleracija a = 0, pa je jednadžba gibanja: 


Jazi dr9 (1) 
I 
b) Ako je kut 0 mali, sin 0 a 0, pa imamo: 
5 _ _ mgd 
O = i Q. 


Opće rješenje ove jednadžbe je: 


O = A cos ot + B sin ot, 0 = me 
Uz početne uvjete #== 0,09 = 0, 1 O = 0 nalazimo: 
O = 0,4 cos EZ *t. (2) 
Gornja jednadžba opisuje harmoničko titranje s periodom: 
get 22/=5 ee 1,598 
(02) mgd 
Cc) Moment inercije I može se prikazati kao: . 
I=1+mad? (3) 


gdje je I, momenat inercije s obzirom na paralelnu os kroz težište. Uvrštenjem tog izraza u period 
T nalazimo: 


L+md? 


T=2n Kad 


(4) 
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BI 
HI 
BI 
i: 


Kvadriranjem navedenog izraza dobivamo ske za d: 


T? 
d— Bi d +2 pj 
s rješenjima: 
ak gT Vic _ 4 
dna — 8 m2 + 64at m (5) 


Primjećujemo da samo za matematičko njihalo postoji jedna vrijednost dZ. Nadalje, period T se 
može izraziti pomoću dobivenih d, i d, ako se d, i d, zbroje: 


T=2n jaze (6) 
8 
d) Period (4) je minimalan kada je: 
(E Zee rone o 
med g) md g 


Iz toga slijedi: 


odnosno uvrštavanjem u (6) 
Id 
Tain = 2n EE: i 
8 


I. nađemo iz (3) te izračunavamo Tnmin = 1,425. 


2/2 VE. 
g m 


e) Izraz (4) jasno pokazuje da je period matematičkog njihala uvijek manji od onog za fizikalno 
njihalo. Naime, (4) prelazi u izraz za matematičko njihalo samo ako je 7, = 0. U našem slučaju 
je omjer: 


= o V2. 
Tinat+ 


1.120. Period matematičkog njihala je To = 1 s. Za koliko će se promijeniti period 
ako ga podignemo za h = 10 km iznad Zemlje? 


A Period matematičkog njihala je: Ty = 2a Ve . 


Kada njihalo podignemo na visinu A, na njega će djelovati gravitacijska sila: 


LL MmG 
RF 


T =2n Vs . 
8 


a period će biti: 


Omjer perioda je: 


2 _ moe 
KE: ZR + AR)? 
ili 
T=T(1+2)-1+ i =1 1,57 + 10-3 = 1,00157 
0 R 637.108 71 + = ; 
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1.121. Na kolicima koja se spuštaju bez trenja 
niz kosinu kuta a nalazi se matematičko 
njihalo dužine 7. 


t 
Koliki je omjer perioda njihala T" 
kada se ono giba niz kosinu i perioda 
T kada kolica miruju? 

Fi 


> Potražimo ravnotežni položaj niti, na kojoj je ovje- 
šeno tijelo mase m kada se kolica spuštaju niz kosinu. 
Akceleracija kolica je g sin a. Sile koje djeluju na tijelo u 
referentnom sustavu vezanom uz kolica (neinercijalan 
sustav; moramo dodati fiktivnu ili inercijalnu silu mg 
sin a obrnuto od akceleracije sustava!) prikazane su 
na slici: 


2. Newtonov zakon dai: 
NsinB —mgsinacosa = 0 
NcosB+mgsinža — mg = 0. 
Iz navedenih jednadžbi slijedi: a = B, tj. u ravno- 


težnom položaju nit je okomita na nagnutu podlogu 
kosine. 


Izvucimo tijelo iz položaja ravnoteže za mali kut &, te 
ponovno nacrtajmo sile koje djeluju na tijelo: Vidimo 
da postoji rezultantni momenat s obzirom na ovjesište 
0, pa prema 2. Newtonovu zakonu za rotaciju imamo: 


mgl sin a cos O — mgl sin (a — 0) = — m 128. 


Za 0 = 0 dobivamo jednadžbu harmoničkog oscilatora: 


mI pre 


O+ = 0. 


Period titranja matematičkog njihala na kolicima kada se ona spuštaju niz kosinu kuta a iznosi. 


Kada kolica miruju, period iznosi: 


Omjer je dakle: 
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1.122. Koliki je period titranja matematičkog njihala u dizalu koje se spušta 
ubrzavajući se akceleracijom g, a koliki je ako se tom istom akceleracijom 
podiže ubrzavajući se? 


B> Iz prethodnog zadatka možemo zaključiti da će T biti beskonačno (a = 
= 90“), što znači da se njihalo neće njihati, jer na njega ne djeluje rezultantna 
sila. Kada se dizalo podiže akceleracijom g, period gibanja je: 


T"=2n Ve > što slijedi iz principa ekvivalencije (opća teorija relativnosti), N 

koji kaže da je ubrzanje dizala akceleracijom g prema gore ekvivalentno 

djelovanju homogenog gravitacijskog polja prema dolje istog intenziteta g. 

Taj rezultat možemo izvesti i na drugi način (v. zad. 1.121). Kada se vozimo m 

u dizalu (neinercijalan sustav), osim svih realnih sila na nas djeluje i fiktivna sa 
mg 


sila, koja je jednaka — m a4 (44 je akceleracija dizala, a m masa tijela). U našem 
slučaju dijagram sila, koje djeluju na tijelo ovješeno na užetu, prikazan je Ba 
na crtežu. Iz njega možemo zaključiti da na tijelo djeluje sila 2mg, što vodi 
na gornji rezultat, 


1.123. Za koliko moramo produžiti matematičko njihalo dužine Z da bi ono imalo 
isti period titranja u dizalu koji se diže ubrzavajući se akceleracijom a = g/2 
kao u slučaju da dizalo miruje? 


D> Period titranja matematičkog njihala je T = 2m Vljg. 
Kada se nalazimo u dizalu koje se diže ubrzavajući se akceleracijom a, tada (v. zad. 1.122) g može- 


mo zamijeniti sag + a. 
Prema tome: 


Iz toga slijedi: 


1.124. Riješite prethodni zadatak pod uvjetom da umjesto matematičkog njihala 
imamo fizikalno, koje se sastoji od homogenog štapa dužine ZL. Kada dizalo 
miruje, os oko koje štap titra je na kraju štapa. Gdje treba postaviti os da 
bi period titranja u dizalu, koji se podiže ubrzavajući se akceleracijom a = 
= g/2, bio isti kao period titranja kada dizalo miruje a os je na kraju štapa? 


Period titranja fizikalnog njihala je: T = 2m uz > gdje je d udaljenost centra mase od osi 


rotacije, a J moment inercije oko osi rotacije. U slučaju kada je štap u dizalu i os smo pomak- 
nuli za x period će biti: 


(g+ (£-:) 


Poslužili smo se Steinerovim teoremom da bismo odredili moment inercije oko nove osi. 
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Iz uvjeta zađatka dobivamo ovu jednadžbu: 


L 
a+o(č-) ef 
1 : L_ aki A 


Rješenje te jednadžbe je: x = V1/6L. 


Znači, os rotacije trebamo pomaknuti za V1)6 L prema centru. 


1.125. Ploču težine G postavimo na valjke koji 
brzo rotiraju, tako da je centar težine 
pomaknut za x (xas 0) od sredine izme- 
đu dva valjka. Faktor trenja između 
valjka i ploče je #. Razmak među valjci- 
ma je 2 L. ' 
Odredite vrstu gibanja koja nastaje, kada 
valjci rotiraju u suprotnu smjeru. 


> Nacrtajmo sile, koje djeluju na ploču: 


Budući da ploča ne rotira, suma svih momenata mora biti nula. Os oko koje računamo momente 
neka prolazi težištem ploče (i okomito na sliku): 


G+LDN,—dL—x)N;=0 
Nadalje, 2, Newtonov zakon za translaciju u vertikalnu smjeru daje: 
N;+N;—G=0. 


Te dvije jednadžbe daju: 


Zbog toga su sile trenja koje djeluju na ploču: 


L—x : _L+x 
fi=4—sr S oifa=u"—5,- o 


Prema tome, 2. Newtonov zakon daje za gibanje u horizontalnu smjeru: 


li-fa=ma. 
Uvrštavanjem dobivamo: 
ud _ 
# + PomA aa 0. 


Vidimo da period titranja ne ovisi o težini ploče, nego o razmaku između valjaka i faktoru trenja. 
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1.126. Koliki je period titranja centra kugle a 


polumjera r koja se nalazi u polukugli X 
polumjera R za male pomake iz položaja pa 
ravnoteže? \R 
Usporedite dobiveni rezultat s perio- ku 


dom matematičkog njihala. 


> Riješimo zadatak pomoću zakona očuvanja energije: 


W, + VW, = konst. 


Prema tome, vremenska promjena energije je: 


dW,__ dW, 
dr nE dr 3 Peka (D) 
gdje je W,, potencijalna energija tijela u gravitacijskom polju: 
dW, _d d /0? do 
dr = meQR Na ek )- R-9mo (2) 
W, je kinetička energija kugle: 5 mu? + i Io? = io mu*, gdje smo uzeli u obzir: 


2 : 
I==mživ=o. 


5 
Brzinu centra mase kugle možemo povezati s promjenom kuta 0: v = (R — »Š —— . Prema tome, 
vremenska promjena kinetičke energije je: 
dW, AK 
Tod zmiR 1060. (3) 


Uvrštavanjem (2) i (3) u (1) dobivamo diferencijalnu jednadžbu: 


.. 5 £ ze 
GESUp= seo 


Jednadžba opisuje periodičko titranje s periodom: 


T=2n TR—r 
5 g 

Za r a2 0 dobivamo: 
T=2n zA. 


Vidimo da je period veći za V7I5 nego kod matematičkog njihala, jer kugla za razliku od matema- 
tičkog njihala osim translatornog gibanja još i rotira, 


1.127. U početnom trenutku u sistemu prikazanom na 
slici elastično pero nije istegnuto. 

— Koliku će udaljenost d prijeći tijelo mase m2 do 
zaustavljanja nakon što sistem pustimo da se 
giba pod utjecajem gravitacijskog polja? 
Zanemarite trenje, težinu elastičnog pera i masu 
koloture. 

— Nađite d pomoću 2. Newtonova zakona i pomoću 
zakona očuvanja energije. 


— Nađite period titranja toga sistema. 
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Nađite period titranja ako ne zanemarimo masu koloture (zamijenite kolo- 
turu diskom). 


— Obrazložite uticaj (homogenog) gravitacijskog polja na period titranja 
- i na položaj ravnoteže tog sistema. 


B> Zakon očuvanja energije: 


(m—mjgdl=zktede ža mos, (0) 


Ako napetost niti označimo sa N, 2. Newtonov zakon primijenjen na tijela masa m,i m2 daje: 


mog > N=maa (D) 
N—mg—žkx=ma (2) 
(m2 — mog — kx = (mi + moa (3) 
_ (m2 — mug — kx 
ija mi +m> 
adx = vdv 
v(x) 
[dira [00 
miy+m, 
0 
x (mo — mi) i ke 
m2 1/8 3 o x) 
my + m2 
_ [2x(ma — min)g — kx21'1? 
vo = | my +m, 
2d (m2 — mi)g — u 2 (mi — m2)g 
gaj game. 
(A) | (m, + m2) k 


oi Vidimo da je zadatak mnogo teže riješiti pomoću Newtonova zakona, jer u sistemu djeluje i sila 
m koja nije konstantna. 


Jednadžbu (3) možemo pisati u obliku: 


džx RX. Mm>mMm 
: o pei o bosi 
dr ram mirim: 


koja supstitucijom za x =x' + —= š g prelazi u: 


dia A ma 
dr? mr+m 
a to je jednadžba harmoničkog oscilatora: 


šž+ox =0. 


Zaključujemo: 
i Teza tme, 


Iz supstitucije vidimo da konstantno gravitacijsko polje ne mijenja period titranja, nego samo po- | 
miče položaj ravnoteže za Amg]k u odnosu na onaj položaj koji bi bio da nema polja. 
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Ako ne zanemarimo masu koloture, položaj ravnoteže se ne mijenja kao ni d. 'To zaključujemo iz 
jednadžbe za očuvanje energije (0); kutna brzina koloture na početku i na kraju je nula, pa se 
jednadžba ne mijenja. 


Međutim, jednadžbe (1) i (2) za translaciju tijela mase 21, i mase m» imaju sada ovaj oblik: 
mg — No = ma; ' Ni—mg—kx =ma. 


Da bismo riješili te jednadžbe, moramo dođati i treću, koja opisuje rotaciju koloture (2. Newtonov 
zakon za rotaciju): 


(Na > N)R = Ja = > MRŽajR. 


Rješavanjem tih triju jednadžbi i uz istu supstituciju kao i prije dobivamo ovaj rezultat: 


dx k , 


o o 
dž M 
girmim 


Iz toga slijedi da je sada period titranja veći: 


1.128. U sistemu prikazanom na slici homo- 
geni valjak mase m može rotirati bez 
trenja oko nepomične osi koja prolazi 
središtem diska. Konstante elastičnosti 
pera su A. Koliki je period titranja? 
Koliki bi bio period titranja da valjak 
može rotirati oko fiksne osi koja prolazi 
kroz točku 0, a okomita je na ravninu 
slike? 


B> Pomaknemo li valjak iz položaja ravnoteže za mali pomak x, tada će u točki P djelovati sila 
2 kx, a s obzirom na os rotacije, moment M = R cos 0 22x ss 2Rkx, (0 ss 0) koji nastoji vratiti 
sistem u položaj ravnoteže. 2. Newtonov zakon za rotaciju daje: 


2Rkx = —J.,0 


Veza između Bixjex=RsnO0m R0, aJ, = S m R?. Uvrštavanjem dobivamo jednadžbu 
harmoničkog oscilatora: 


b o-0 
ć CL JR ji ie 


Period titranja, prema tome je: 


m m 
T =2n meaV2. 


+4 
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Moment s obzirom na točku 0 oko koje valjak rotira u drugom slu- 
čaju je: 


M =2kx2R cos 0 = 4 Rkx. Nadalje x = 2R sin O = 2 R0, pa 2. 
Newtonov zakon za rotaciju daje ovu diferencijalnu jednadžbu: 


Bilo _o, 
3m 


gdje smo korištenjem Steinerova teorema izračunali moment inercije 
valjka s obzirom na os kroz točku 0. Iz gornje jednadžbe izlazi da je 
period titranja u ovom slučaju: 


goda 
Čan ora , 


1.129. Koliki je period titranja diska iz 
prethodnog zadatka ako ne postoji 
neka nepomična 0s, nego se može 
kotrljati bez klizanja? 


—> U ovom slučaju valjak se translatira i rotira oko središta (centra mase). Primijenimo 2. Newto- 
nov zakon za translaciju i rotaciju: 


—2kx+fa = ma — 2. Newtonov zakon za translaciju; 
2x Rcos0 + Rfu = — Jad. — 2. Newtonov zakon za rotaciju. 
Uzimajući uobzr RsnO=RO=xJ, = . mRž*, kao i prethodne jednadžbe dobivamo: 
Bržfozo 
3 m 
To je jednadžba harmoničkog oscilatora, a period toga titranja: 


3m 


T= ŽE 


1.130. Koliki su periodi titranja u sistemima a) i b) prikazanim na slici? 


a) | k, m k, | b) | k, k, m 
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> a) U ravnotežnom položaju je: k, m k, 


Fio+F20 =0 * 
gdje su: Lk 
==; Fio= >ki(ko—X10)1i Foo = — ko(Xo — X20). 
, za neki općenit položaj je: 
- mž=—ki(X— Xi) —R2(X—X%20)=k(x—x) 
ili 
—(ki+k)x—(RiXžijo kizza) = k(x — x) =mž 
Uspoređivanjem zaključujemo da je: 
i k=hk,+hk2 
Iz uvjeta ravnoteže dobivamo: 
kxo = RiXxio0 + R2%20 
slijedi: 
m 
dd rar 
b) Na gibanje mase m djeluje sila: 
—kG—xo)=—k21(X—%x0)—(Xo—Xr0)] =mž 
U spojištu dviju zavojnica, zbog 3. Newtonova zakona: 
Ry (X1— X10) = R2 [(X — X1) — (ko — X10)]. k, ko m 
Uvrštavanjem toga uvjeta u gornju relaciju dobivamo: 
Xol Pe & x x 
mš= — k(x— x) = — pr — X0). 
: Dakle: 
f Erna 
: slijedi: 


1 1 
T=2/m(f+p). 


1.131. Na elastično pero ovjesi se tanjurić za utege mase 
M = 100 g i ono se zbog toga produži za h, = 8 cm. 
S visine A = 2 cm pusti se tijelo mase 20 g da padne 
na tanjurić. 
a) Za koliku će se dužinu .X pero produžiti? 
b) Kakvo će gibanje izvoditi tanjurić s utegom? 
Nacrtajte x(2), tj. pomak u ovisnosti o vremenu. 


> Konstantu elastičnosti elastičnog pera izračunat ćemo iz uvjeta 
ravnoteže (prije pada tijela mase m): 
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Brzinu koju će tijelo steći padajući s visine & također izračunamo: 


meh = 5 mo? > v= 2 gh. 


Pri sudaru između tijela i tanjurića (savršeno neelastičan sudar) sačuvana je količina gibanja: 
mu =(m+M)V. 


Poslije sudara elastično pero će se produžiti za x koji ćemo izračunati pomoću zakona očuvanja 
energije: 


S Mem) V2 + ms = ke (*) 
za 2me_ 2mek _, 
k k(M + m) 
Imgh _m Ve 2 o2mžhhu 
kin s megi k(M+m) >MuE MiH+ MM+rm = (1,6 + 1,9) cm. 
a) Pero će se maksimalno istegnuti za 3,5 cm. 
b) Tanjurić s tijelom oscilirat će oko novog položaja rav- 
noteže za 1,6 cm nižeg od staroga s periodom: 
Pee PEP rETTa z xlcm 
na E = LED? S D028 35 


i maksimalnom amplitudom A = 1,9 cm: 
16 
x() =1,6+19sin(ot + p)cm, gdje fazu p dobijemo 


iz uvjeta x(0) = 0 -03 
meraee g 5) mu o 
p = arc sin ( 19) 7 57,36". 


Takove harmonijske oscilacije gušene su silom trenja između tanjurića i zraka i trenjem u elastič- 
nom peru, tako da će se tanjurić nakon izvjesnog vremena zaustaviti u ravnotežnom položaju. 


Napomena: 


Da li smo dobro napisali jednadžbu (*) (zakon očuvanja energije)? Zašto nismo uzeli u obzir po- 
tencijalnu energiju mase M u prvobitnom položaju i ukupnu potencijalnu energiju elastičnog 
pera (jer se ono isteglo za (x + h,))? 


Uzmimo sve to u obzir: 


(M+ mat ZM +mV24 DER = zkGx + ho? 


Međutim uvrštavanjem 2, = < lako je vidjeti da je ova jednadžba ista kao i (*). 


Zaključak: Tijelo ovješeno na elastičnom peru u konstantnom gravitacijskom polju ne utječe 
na potencijalnu energiju elastičnog pera, nego mijenja samo njegov položaj ravnoteže, 


1.132. Potencijalna energija tijela mase m u ovisnosti o položaju x dana je: 


W, = 0,5 s x? u području x < 0 


W, =0,5sx ba», u području x > 0 170 
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a) Nacrtajte krivulje potencijalne energije za a ==0, a > 0. 

b) Ako je tijelo pušteno iz x = + a, izračunajte period za a =0 i maksi- 
malnu negativnu vrijednost x za a > 0. 

c) Zašto T4=o mora biti veće od T4> 9? 


5 W, (x) 
5 W,= 0,5Sx2+06x3 


W,=05sx? 


ba=0 W, = 0,5 sx? 


Za a > 0 gibanje je i dalje oscilatorno, ali brže u pozitivnoj polovici ciklusa zbog jače restorirajuće 
sile. 


Maksimalni — x položaj se dobije iz očuvanja energije: 


z > 0,550? + aa? P= ad+2za "= -a/1+22e> la] 


1 


Cc) Zato jer je T proporcionalno sa s 5 , a efektivni s poraste zbog a, 


1.133. Pokažite da je period T gibanja tijela mase »n, koje u potencijalnoj jami 
ima potencijalnu energiju W, (x), jednak: 


b 


2. 0 real emo cede. 0 E 


= e. mrke 
7 Ž [(2) 070m. 


gdje su x =a i b točke u kojima se tijelo okreće. 


> Primjenom izraza za ukupnu energiju tijela koje 
se giba u potencijalnoj jami nalazimo: 


W=W+W,G = Z mo? +W,(9) W, tx) 
ZED i w.(6) i 
m p 


v=[2av-w,c]? 


: dp 
v 
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Gibanje u potencijalnoj jami je očito periodično, a period je: 
tb 


T=2[d=2(—1) 
ta 


b 


x d 
. ij [Zap po cot 


a Lin 


x=a=v=0W=W,(d. 


1.134. Nađite diferencijalnu jednadžbu za konturu odgovarajuće površine po ko- 
joj materijalna točka mase m titra s periodom neovisnim o amplitudi. 
> Jednadžba gibanja čestice je prema slici: 
ms = —mgsino, ' (1) 
a obzirom da se kut & stalno mijenja lakše ju je izraziti kao: 


ja d 
ni m. (2) 


Period ne ovisi o amplitudi ako je gibanje harmoničko i tada je: 


ms = — ks 
s= — 025, 0? -2, o=. 
Kombiniranjem ove jednadžbe sa (2) dobijemo: 
os=—g e 
sds = — E dy 
ps = 


Uvrstimo. izraz s = Ze sin 0 iz (1): 
0 


= & i 2 
I=502 50 0. 


Iz ovisnosti visine y, na kojoj se nalazi čestica, o kutu O izlazi: 


Ed 
2 02“ 


Yinaks = 


Postojanje maksimalne visine krivulje za sin O = 1 dolazi odatle što čestica, puštena s neke vi- 


sine da se kotrlja ne može stići na dno prije nego kad bi s iste visine padala slobodno (o = Tr) 
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1.135. Gramofon ima iglu koja prolazi spiralnom udubinom u ploči i oscilira po- 
strance jer su rubovi udubine valoviti. Kvaliteta nosača gramofonske igle često 
se prikazuje pomoću efektivne mase igle m; i njezine fleksibilnosti f. Flek- 
sibilnost igle određuje otklon u stranu pri djelovanju jedinične sile. Raniji 
njemački standard DIN, 1966 zahtijevao je da kod HiFi uređaja te veličine 
imaju ove vrijednosti: 


Ma < 2 .10-> kg 
f>4.10-?*mN-i. 


a) Ako u ovim izrazima znak nejednakosti zamijenimo znakom jednakosti, 
izračunajte pri kojoj bi frekvenciji gramofonska igla došla u rezonanciju. 
(Uzmite da igla može izvoditi harmoničke oscilacije.) 


b) Smatrate li tu frekvenciju zadovoljavajućom ili ne i zašto? 
Cc) Koja frekvencija bi po vašem mišljenju više odgovarala svrsi? Obra- 
zložite kakvo je pri tome značenje veličina m, ; i /. 


> a) Fleksibilnost je očito obrnuto proporcionalna konstanti elastičnosti A, tj.: 
1 
k=—. 
ti 


Uvrštenjem vrijednosti za & u izraz za kružnu frekvenciju (Z = k/m nalazimo: 


1 1 
"=2 Vo = 56 Hz. 


b) Ta frekvencija relativno zadovoljava jer većina tonova ima više frekvencije od rezonantne 
frekvencije igle. Naime, igla ne bi trebala rezonirati, već samo slijediti valovitost utora. 


c) Budući da postoje niski tonovi još niže frekvencije, trebalo bi da rezonantna frekvencija igle 
bude još niža. Zbog toga bi ili fleksibilnost ili efektivna masa igle morala biti veća, Međutim, veća 
efektivna masa igle ne bi odgovarala, jer bi tađa igla pritiskivala na ploču, što se vidi i iz zahtjeva 
njemačkog standarda. Drugi način da se smanji rezonantna frekvencija je povećanje f (smanjenje ž). 


1.136. Frekvencija titranja male željezne kugle polumjera r = 1,5 cm (e = 7300 
kg m-*), koja je pričvršćena na kraj elastičnog pera, iznosi u zraku v, = 
= 1 Hz. Kad kuglicu uronimo u tekućinu, amplituda titranja se smanji 
na polovicu svoje vrijednosti za t = 3 s. 

a) Kolika je viskoznost te tekućine? Zanemarite viskoznost zraka. 
b) Da li se promijenio period titranja kuglice u tekućini? 
Uputa: Upotrijebite Stokesovu formulu za silu trenja između fluida i ku- 


glice koja vrijedi za a male brzine: F,, = —677r1) V 


> _> > _> 
\> Na gibanje kuglice djeluju sila trenja F4, = — 6zrn v i sila elastičnog pera F = — kr, pa 
primjenom 2. Newtonova zakona dobivamo diferencijalnu jednadžbu: 


š+až+b=0, 


gdje je a = 6nrnim, a b = kim. Rješenje te diferencijalne jednadžbe ima oblik: 
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(1) = x 6-8" cos (ot + P), gdje su Ši o konstante; 


Og = VElm je kutna frekvencija oscilatora kada nema trenja (harmonički oscilator). Iz gornjih 
jednadžbi slijedi: 

xu 4206  4r?oln2 
% DG ge a 7 


1.137. Kugla polumjera r = 4 cm, mase m == 1 kg ovješena je za elastično pero za- 
nemarive mase tako da može titrati u vertikalnu smjeru u fluidu viskoznosti 
7 ==5 Nsm-?. Konstanta elastičnosti pera je &k =25 N m-!. Zbog sile 
koja se mijenja s vremenom po zakonu F(t) = F4 cos o t i koja djeluje u 
vertikalnu smjeru, kugla izvodi harmoničko titranje (Fo == 1 N). Frekven- 
ciju titranja vanjske sile možemo proizvoljno mijenjati. 

a) Odredite kod koje će frekvencije w amplituda titranja kugle biti maksi- 
malna i koliko ona iznosi. Usporedite tu amplitudu s istegnućem elastičnog 
pera kada na njega djelujemo statičkom silom Fi. 
.b) Koliko iznosi srednja snaga koju sila F (t) preda sistemu kugla-elastično 
pero i kod koje frekvencije je ona maksimalna? 
c) Pokažite da se ta snaga troši na svladavanje sile trenja. 
d) Pokažite da je rad sile elastičnog pera u toku jednog perioda jednak nuli. 


0,169 Nsm-? 


B> Na kuglu djeluju: sila elastičnog pera Fg = —kx, sila trenja Fi, = — 6rmrv i vanjska sila 
F (£). Upotrebom 2. Newtonova zakona dobijemo diferencijalnu jednadžbu: 


ž +až + bx + ccos ot = 0, 


gdje su konstante: a = 6zyr/m, b = klm ic = —Falm. 


Budući da će to biti harmoničko titranje, rješenje će biti u obliku: x = x cos (wz + o). Kon- 
stante o i p možemo izračunati uvrštavanjem toga rješenja u diferencijalnu jednadžbu, te na taj 
način dobivamo: 


n=-BVodnp: go im. 
P m H (0? — 08)2 + a2 02 ? uaro=r;i 


a) Derivacijom funkcije Xo (0) po o i izjednačavanjem te derivacije s nulom dobivamo položaj 
maksimuma; o = Vod — a2|2 == 4,2rads-!. 


Maksimalna amplituda iznosi: 


F 1 
(Ko)maks =—— ——_————— == 57mm 


ma 09 / a \2 
.= (25.) 


Kad bi djelovali statičkom silom (Fo), elastično pero bi se produljilo za: x = Folk = 40mm. 


Prema definiciji srednje vrijednosti snage imamo: 


T T T T 
= 1 1 dW 1 1 : 
P= - 7 Fo «=:|e- a dt = TJ Fo doba sin ora gjdi 
0 0 0 0 
T g 
= — 7 Foo o [| cost (sin ot cos p-+cos osin p)dr = — Po zo sinp — 


0 
Span ona 
“Im (2 — 008)? + a2 002“ 
Maksimum te funkcije je za: 
o=W = Velm = Srads"!. 


Tu frekvenciju nazivamo rezonantna frekvencija (maksimalan prijenos energije). Vidimo da mak- 
simalna amplituda ne odgovara rezonantnom položaju. 
5B F3 


= > = > = U, WW. 
Praks 2am PETE Gi 


Cc) Srednja snaga utrošena na svladavanje sile trenja: 
T 


T T 
S E ovak “a - 5 do? | sin? > 
Pu= rev = aK 6nqrvvdit = T x4 0* | sin (ot + p) dt = 
0 0 0 


_ FB a0? 

Im (02 — o2)2 + a2 02 * 
Vidimo da je P= Pu. 
d) Budući da se rad vanjske sile troši na svladavanje sile trenja, zbog zakona očuvanja energije 
zaključujemo da je rad preostale sile, sile elastičnog pera, u toku jednog perioda jednak nuli. To 
možemo i matematički izvesti: 


T T 
Ag = [| tw dr — — šok | cos (ot + g) sin(0t + p) dt = 0. 
0 0 


Dakle, za razliku od sile trenja sila elastičnog pera je konzervativna sila. 


1.138. Zamislimo da na dugačkoj vodoravnoj žici sjedi pet vrabaca koji su među- 

sobno jednako udaljeni. Kod oba kraja žice nalazi se po jedan promatrač 
jednako udaljen od vrapca u sredini. U jednom trenutku promatrač A za- 
zviždi nakon čega vrabac do kojega stigne zvuk smjesta poleti okomito na 
smjer žice. ''o se ponavlja dok zvuk ne stigne i do posljednjeg vrapca na 
Žici, i oni svi polete u istom smjeru okomito na žicu. Oba promatrača isto- 
dobno prate situaciju i nakon toga naprave crtež onoga što su vidjeli. 
a) Kako izgledaju crteži promatrača A i B ako oni prikazuju situaciju u 
nekom trenutku nedugo nakon što je zvižduk stigao do najudaljenijeg vrapca 
(uzmite da je brzina svjetlosti c beskonačna u usporedbi s brzinom zvuka)? 
b) Kako bi otprilike izgledali crteži promatrača A i B ako bi promatrač 
A umjesto zvižduka pustio kroz žicu sa svog kraja puls visokog napona na 
koji bi vrapci reagirali analogno kao u slučaju zvižduka? (Brzina širenja 
električnog pulsa jednaka je brzini svjetlosti c.) 
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Cc) Zašto u a) zadatku oba promatrača vide isto, a u b) zadatku vide istu 
situaciju različito? Kvalitativno objasnite razlog zbog kojeg su crteži pro- 
matrača A i B u b) zadatku međusobno različiti. 

d) Da li postoji vrabac kojega će promatrači A i B u b) zadatku jednako 
prikazati ? 


Napomena: 


Iako ovaj zadatak ne zahtijeva znanje teorije relativnosti, on pokazuje na 
jednostavan način važnost činjenice da je brzina svjetlosti konačna. Zbog 
toga u našem zadatku dvojica promatrača vide isti događaj različito. 


P- a) Oba promatrača vide jednaku situaciju pa će im i crteži biti otprilike jednaki, Zato što je 
zvuk najprije došao do vrapca najbližeg promatraču A, taj vrabac će nadalje odletjeti od žice u 
danom vremenu. Kao rezultat vrapci se i dalje nalaze na istom pravcu, ali on zatvara neki kut 
s pravcem žice. 


b) Pretpostavivši da ljudsko oko može reagirati bez zastoja na svjetlosne impulse, tj. da može 
razlikovati dvije vremenski vrlo bliske pojave: promatrač A bi vidio kvalitativno isto što su oba 
promatrača vidjela u a) zadatku. Promatrač B bi, međutim, vidio sve vrapce na pravcu, paralel- 
nom žici i nešto pomaknutom od nje, kao što je prikazano na crtežu: 


t +++ 
pežEa4 ž : 


c) Razlog što su u a) zadatku oba promatrača vidjela isto je taj što je brzina svjetlosti uzeta besko- 
načnom, te se dio vremena potreban da slika ptice stigne do jednog ili drugog opažača zanemarivao. 


U b) zadatku promatrači vide situaciju različito, jer je ukupno, vrijeme računato od trenutka 
upućivanja pulsa do stizanja slike pojedinog vrapca (do kojeg je puls stigao) različito za promatrača 
A iB. Možemo to otprilike pokazati na ovaj način: 


Ako sa x označimo udaljenost nekog vrapca od promatrača A, ukupno vrijeme potrebno da puls 
stigne do vrapca te slika vrapca koji poliječe nazad do promatrača jeste: 


Kako su vrapci na različitim udaljenostima od promatrača A (0 S x S L), dobiti će slike vrabaca 
iz različitih vremena. Tako će, na primjer dobiti sliku najudaljenijeg vrapca (x £# L) iz nekog ra- 
nijeg trenutka, dok će mu slika najbližeg vrapca (x ss 0) biti gotovo sasvim svježa. 
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Promatrač B vidi situaciju različito jer je u njegovu slučaju ukupno vrijeme: 


paž ae L 


c c €" 


To vrijeme je konstantno (bez obzira na x), jer koliko više vremena treba pulsu da stigne do vrapca, 
toliko manje treba vremena slici vrapca da stigne do promatrača B. Rezultat toga je paralelni po- 
mak svih vrabaca, 


d) Postoji. To je srednji vrabac (treći u našem slučaju) koji je jednako udaljen od oba promatrača, 
pa je i ukupno vrijeme potrebno da puls dođe do njega i njegova slika do promatrača isto za oba 
promatrača: 


1.139. Vrijeme života neke čestice je t= 10-7s mjereno iz sustava u kome mi- 


ruje. Koliko metara ona preleti ako se prije nego se raspadne giba brzi- 
nom v = 0,99? 


—> Kada ne bi vrijedila specijalna teorija relativnosti, taj put bi bio: 


=vt = 0,99 +3 + 105 +107 =29,7m. 


Budući da se čestica giba, njezin život postaje duži s obzirom na mirnog promatrača (dilatacija 
vremena), pa imamo: 


0,99 + 3 +» 10+5 + 10-7 


I=ulVi=p B = VICO 


= 210,5m. 


Promotrimo događaj iz sustava vezanog uz česticu. Tada je njezino vrijeme leta t, ali put izgleda 
kraći za / Vi — 8? pa dobivamo isti rezultat, što mora biti, jer fizikalan događaj ne smije ovisiti 
o sustavu promatranja. 

Na taj način se objašnjava zašto mezoni koji se stvaraju u visokim slojevima atmosfere, a koji imaju 
veoma kratko vrijeme života, stižu na površinu Zemlje. 


1.140. Proton-sinhroton služi za dobivanje protona visokih energija koji se nakon 
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toga raspršuju na prikladnim metama. Pri tome nastaju snopovi izlaznih 
(visokoenergetskih) čestica na kojima se eksperimentira u susjednim la- 
boratorijima. U jednom takvu eksperimentu ispituju se z=-mezoni (nuklearne 
čestice s masom mirovanja po veličini između mase protona i elektrona) 
pomoću komore na mjehuriće (bubble chamber) udaljene oko 50 m od 
mete. z-mezoni su nestabilni, vrijeme života im je z = 2,5 . 10-5 s (mjereno 
kada gotovo miruju). 


a) Nađite koliku bi maksimalnu udaljenost u toku svog života mogao pre- 
valiti zz-mezon ako bi se gibao brzinom svjetlosti, tj. približno : 3 . 105 mjs. 
Usporedite tu udaljenost s udaljenosti od mete do komore | na mjehuriće, 
(Zanemarite sve relativističke efekte.) 


b) Da li je sa stajališta vrlo brzog mezona put do komore na mjehuriće du- 
gačak 50 m ili manje? Koliki će mu izgledati taj put ako se giba brzinom 
v = 0,99 točno u smjeru komore? 

Cc) Koliki vremenski interval u sustavu z-mezona i uz gornju, brzinu od 
govara jednoj sekundi promatrača u mirnu sustavu? Koliko, prema tome, 
z-mezon živi duže sa stajališta eksperimentatora? 


bYdi=cr=75m 


lo. 7,5 

L ii 50 == 0,15. 
Zanemarivši relativističke efekte, 2-mezon bi prešao samo 15 % udaljenosti do komore na mjehu- 
riće u toku svog života. ' 


b) Iz njegova sustava taj put se čini kraćim zbog kontrakcije dužina u smjeru gibanja. 
vž 
L'=L 1-27 =705m 


vž 
o) t=1- 1— zr 01415 
1 


Z mz s4 
T 


v2 
Vi- S 


Sa stajališta promatrača izgleda da mezon živi = 7,1 puta duže. 


Napomena: 
Slično tome objašnjava se prisustvo u-mezona u nižim slojevima atmosfere, 


1.141. Čovjek na Mjesecu promatra dva svemirska broda koja dolaze iz suprotnih 
smjerova brzinama 0,8 € i 0,9 c. 
Kolika je relativna brzina među njima? 


> Relativističke brzine zbrajaju se po zakonu: 


v+wr, 
“7 Trvrjež? 
gdje je: 
u brzina nekog tijela s obzirom na sustav A; 
v brzina sustava B u (--) smjeru s obzirom na sustav A; 
u" brzina tijela u (-+) smjeru s obzirom na sustav B. 
Ako stanemo u svemirski brod koji ima brzinu 0,8 c, tada je brzina čovjeka na Mjesecu v = + 0,86 
a brzina drugog broda s obzirom na čovjeka na Mjesecu je +- 0,9c. Uvrštavanjem dobivamo : 
0,8c +0,9c _ 1,7 


"= 1+08.-09  LT120 7 09886. 


1.142. Aluminij ima gustoću o == 2700 kg m-> kada uzorak miruje u odnosu 


na promatrača. 
Kolika je gustoća aluminija kada se uzorak giba relativno prema promatraču 


brzinom v = 0,9 c? 


B> Masa uzorka s obzirom na promatrača prema kome se giba brzinom v iznosi: 
Mo 
m = 
Vi — 8? 


Dužina uzorka u smjeru gibanja se smanjuje, dok se dužina uzorka u smjeru okomitom na gibanje 
ne mijenja, tj. dg = 4; d = da. 


FENIKS v 
» gdjeje P=. 
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Ed a o. 


ik 
tocaf ctbitedk rpznntena 


mE rei niko RPR LJ E ee epa eo 


nimo... 
£o * 4 dobo 


m Mo Mo 00 4 -3 
== =———z=—=1l4 10*kgm"*. 
"Stada Vi — pz — 82 -aodo boVI = 82 B2 do bodo(1—B)_ 1-—B? g 


LI. Koliki rad moramo utrošiti da bi povećali brzinu elektrona od 


Vi ==1,2 X 108 ms-! do vz =2,4 x 108 ms -!? 


B> Rad sile pretvara se u povećanje kinetičke energije: 


AW, = (moe — moe) — (mre — me?) = 


= ) = 47 > 10-14]. 


1 
= —m c2 ojpi ja 
: (zoi V0,36 


1.144. Pomoću satelita izmjeren je intenzitet Sunčeva zračenja neposredno izvan 
Zemljine atmosfere približno / = 1,5 kW m-?. 
a) Nađite kolika se ukupno energija izrači iz Sunca svake sekunde. 


b) Pretpostavivši da ta energija nastaje pretvorbom atoma vodika u he- 
lij, nadite kolika masa vodika se pretvori u energiju na Suncu u svakoj se- 
kundi: mu = 1,0081 u, mu = 4,0039 u. 

Cc) Koliki je to dio ukupne mase Sunca ako je M, = 2 x 10% kg? 


Bb a) Ukupna snaga zračenja jednaka je produktu intenziteta i površine na koju to zračenje pada 
(po definiciji intenziteta). U blizini površine Zemlje ta je površina jednaka površini one kugle koja 
bi imala polumjer jednak udaljenosti Zemlje od Sunca, R = 1,5 +: 10!! m; 

P=1IS=I4nR? =4,24 105 W 
b) Dio ukupne mase vodika koji se pretvori u energiju pri pretvorbi vodika u helij je: 


a= _Ama — Mae = 7,07 + 10-3 
dmu 


Ukupni maseni protok vodika koji je potreban u tom procesu je: 


: m 


gdje je m maseni protok koji se pretvara u snagu. 


Korištenjem relacije W == mc? dobivamo: 


m 2 
M=22B1_ 46,66 - 101 kgs-!. 
ž ca 
o) mi — 3,33 + 10-19 3,33 + 10-17 %, 


Lako je izračunati da bi se uz nesmanjeni intenzitet zračenja potrošila masa vodika jednaka masi 
Sunca za s 95. 10% godina. 
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1.145. Jednadžba transverzalnog vala koji putuje po užetu dana jes :y = 0,3 sin 
(2(0,5x — 507)), gdje su x, y i t položaj, elongacija i vrijeme izraženi u met- 
rima i sekundama. 


a) Nađite amplitudu, valnu dužinu, valni vektor, frekvenciju, period i brzinu 
pe tog vala. 


b) Nađite maksimalnu transverzalnu brzinu bilo koje čestice u užetu (uz- 
mite fiksni x). 
B> a) Harmonički val je dan izrazom: 
y == asin(kx — 0) = a sin [E — o0)) 


a = amplituda = 0,3 m 


5 k = valni broj => 157m ! 
tee A = valna dužina = 4m 
v = brzina širenja == 100 m/s 
f = frekvencija = 5 = 25Hz 
T = period = a == 0,04 s. 


I 
b) Trebalo bi zapravo parcijalno derivirati, no uz dani x: 
dy 
Gae 0,3 cos (7 (0,5 x — 5003(— 50 1) 
V, je maksimalan za cos(s (0,5x — 500); = 1 


Vy maka = 152% m/s = 47,1 mjs. 


3 
: 1.146. Puls putuje uzduž napeta užeta i opisan je sa y (x) = FTE Br 


a) Nacrtajte grafikon pulsa u ovisnosti 0 x u vremenu £ = 0. 

b) Promatrajući gibanje vrha pulsa u jediničnom vremenu, nađite brzinu 
pulsa i smjer širenja. 

c) Izvedite isti rezultat pišući jednadžbu u obliku y =f/(x — 2). 


> a soO=giga *=0  »-b 
a4. fo 
zi. o 
sd, s? 
+b b ž -izb i 
b) Da odredimo brzinu pulsa, potražimo pomak vrha pulsa za 1 sekundu. 
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RE IE ENE TE! 


Za vrh vrijedi: 


dakle, 


KE u x 
Brzina je v = zu smjeru x. 


o) IX) = 


u 


Dakle, brzina širenja je 3 


1.147. Avion leti horizontalno na visini z = 4,4 km nadzvučnom brzinom. Do 
promatrača na Zemlji zvuk dođe 11 s nakon što je avion preletio nad njim. 
Brzina zvuka je c = 330 m/s. Izračunajte brzinu aviona. 


B- Budući da je avion brži od zvuka, zvuk će se širiti unutar stošca kuta a: 


212 €? 
Rt! 
Ž c2 42 
za h2— ci 
v = 584 mjs. 


1.148. Izvor zvuka frekvencije v = 2000 Hz nalazi se između opažača nor- 
malnog sluha i ravne stijene. Izvor se giba prema opažaču brzinom v, = 
= 5 m/s i emitira sinusoidalne valove relativno jakog intenziteta. 

Što sve čuje opažač? Da li čuje zvučne udare? Brzina zvuka jev =330ms-!. 


Bb Zbog Dopplerova efekta do opažača dolazi zvuk dviju različitih frekvencija: primarni zvuk 
i onaj koji se reflektira od stijene. Njihove frekvencije su: 


v 


Saga 


"== Pi 2030 Hz, odnosno 92 = 
VV —Vv 
Tu je v brzina zvuka u zraku, a v; brzina izvora. 
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i 
ZETE kera rana 


I»,i vasu u zvučnom području pa ih opažač čuje. 'Te su dvije frekvencije bliske, pa stvaraju 
udare frekvencije Ay = 9, — vo, = 60 Hz. Frekvencija tih udara je prevelika da bi ih ljudsko uho 
moglo registrirati. 


1.149. Ljudsko uho je najosjetljivije na promjenu tlaka koju uzrokuju valovi zvuka 
u području frekvencije 2000—2500 Hz. Eksperimentalno je ustanovljeno, 
da čovjek može čulom sluha u tom području osjetiti amplitudu tlaka od 
10-? bar. 

Kolika je u tom slučaju osjetljivost ljudskog uha na amplitudu pomaka? 
Zrak se uglavnom sastoji od molekula dušika i molekula kisika, pa uporedite 
rezultat s promjerima tih molekula (330 pm za N,, odnosno 290 pm za 02). 


ITA 
gdje je x smjer širenja vala, a A amplituda pomaka. Akustički tlak (tj. razlika prema normalnu tlaku 
koja nastaje zbog longitudinalnih valova zvuka) određen je izrazom: 


Bb Pomak (elongacija) valova zvuka određen je valnom jednadžbom # = A cos 27 (z — 3) . 


P—bo= > za > gdje X, adijabatska stlačivost definirana izrazom: 
nd (52) 
k: V \2p)e 
pom INA. t X 
Slijedi: P—Po= 2 sin 22 (> 3) 
Za idealni plin je x, = — TI » gdje je x = a izentropni eksponent idealnog plina, 
v 


Zrak uglavnom predstavlja smjesu N2 i O» dakle smjesu dvoatomnih plinova, pa je x = 7/5. 
Uvrštavanjem izraza za y, i uzimajući u obzir da je A = v/v, dobivamo: 


_ 4, 2aRPV t x 
P— po = AZEZE sin 2 (2 3) 


= (D — Po)maku * = 0,19 : 10-1%m =19pm 


pa m 
27% pv 
Ta je vrijednost za red veličine manja od polumjera molekula kisika, odnosno dušika. 


1.150. U tiho veče približavamo se selu u kojem svira seoska glazba. Već izdaleka 
čujemo najdublje tonove kontrabasa, zatim i njegove više tonove. Tek kad 
se primaknemo znatno bliže, čujemo i violinu. Koji je tome razlog? 


B Tonovi koje daje kontrabas mnogo su većeg intenzi- 
teta od tonova violine. Kao tipičnu frekvenciju kontrabasa 
uzmimo 100 Hz, a za violinu 2000 Hz. Iz eksperimen- 
talno utvrđenih podataka znamo da je intenzitet praga 
čujnosti (0 fona) kod 100 Hz veći za faktor ss 10%. Dakle, 
ljudsko uho je za faktor 10“ osjetljivije na frekvenciju 
2000 Hz nego na 100 Hz. Unatoč tome kontrabas čujemo 
jače, odnosno dalje, pa zaključujemo da je intenzitet zvuka, 
što ga on daje mnogo veći (više nego za faktor 10%) od inten- 
ziteta tona violine. Najdublje tonove kontrabasa čujemo 
najdalje zato što je najdublji ton ujedno i osnovni rezonantni 
ton, pa je stoga i najjači. 


1.151. Posuda ispunjena vodom postavljena je u labilnu ravnotežu. U posudu 
stavimo uteg tako da plovi uz rub. Da li će posuda pasti s grede? 
Obrazloži odgovor. 


> Budući da se tlak u tekućinama širi na sve strane jednoliko (Pascalov zakon), posuda neće pasti. 
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1.152. Poznat je školski primjer s čašom vode i papirom. Čašu napunimo do vrha 
vodom i prekrijemo listom papira. Jednom rukom držimo čašu, a drugom 
lako pritisnemo papir. Zatim preokrenemo čašu i pustimo papir. On ostaje 
i dalje priljubljen uz otvor čaše, a voda ostaje u čaši. 

Taj pokus objašnjavamo djelovanjem atmosferskog tlaka. On uzrokuje da 
voda ostaje u čaši. Ako je to tako, da li je prisutnost papira bitna? Objasnite 
rezultat. 


P> Prisutnost papira je bitna. Papir ovdje služi da definira površinu za usrednjavanje sila koje 
protječu od djelovanja čestica zraka (atmosferski tlak) i djelovanja težine čestica vode. "Tako se 
kao rezultanta sila na papir dobije 


F=(Pa — 08h) S, 
sila usmjerena prema gore. Zato papir ne pada, a voda ostaje u čaši. 


Kad nema papira, površina vode više nije definirana u smislu usrednjavanja sila, pa molekule 
vode lako iscure između molekula zraka. 


1.153. U čaši promjera 2 R nalazi se voda do visine 1. Čašu zarotiramo kružnom 
frekvencijom w. 
a) Kakav će oblik imati površina vode? 
b) Za koliko se nivo vode spusti u sredini, a za koliko se podigne uza stijenke 
čaše? 


Bb a) Promotrimo presjek uzduž osi rotacije. Centri- 
fugalna sila i težina vode djeluju na neki element vode 
na površini. 
Rezultanta tih sila mora biti okomita na element po- 
vršine, jer u ravnoteži ne može postojati tangencijalna 
komponenta sile na tekućinu. Okomita komponenta 
uravnotežena je silama među molekulama. Tangenta u 
toj točki ima koeficijent smjera: 

dy  Amxow? 

ga===—— 
dx Amg 
z 


W 
Iz toga proizlazi: y == = x2. 
ga p I 2g 


b) Volumen vode koja se nalazi iznad minimuma jest: 


5 _ 2 4 
V= [2nxdaey = 2" [de ra 
0 
U sredini voda je pala za a: 
s 2p2 : 
Raul=(1—aRZa+V; «= 2. . 


Uz stijenke voda se podigla za đ: 
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1.154. Kolika je brzina rijeke ako se voda u cijevi 
podigla za A = 5 cm iznad površine rijeke? 


B> Pretpostavivši da je brzina rijeke konstantna, izjednačimo tlak- 
== ove koji djeluju na lijevu i desnu stranu površine S cijevi (Ber- 
noullieva jednadžba). 


: 1 
Pot+ogk+ zov=ogk+) + Po 


gdje je u ovom slučaju: 


Do — atmosferski tlak, 


X 0 — gustoća vode, 
V — brzina vode, 
x — udaljenost površine S od nivoa vode. === 


Il 


Iz gornje jednadžbe proizlazi : 


v=V/2gh=V2:5:981:10-2 =1ms", S 


, 


1.155. Cilindrična bačva površine baze A i visine H = 1 m napunjena je teku- 
ćinom koja slobodno istječe iz otvora površine a. Otvor je smješten na 
njezinu boku. 


a) Odredite brzinu istjecanja tekućine ako je a <A, a unutarnje trenje 
tekućine zanemarivo. 


b) Odredite brzinu istjecanja za proizvoljni a i obrazložite rješenje za a = 
=Aia>dA. 


c) Odredite na kojoj visini ž (mjereno od vrha bačve) treba probušiti otvor 
da bi mlaz padao na 2/3 maksimalna dometa kad je a < A. Otpor zraka je 
zanemariv. 


d) Nacrtajte dijagram ovisnosti dometa d o visini h. 


7 ba)a<A 
mv? 
mh 
v = V gh 


Budući da je a < A, zanemarili smo spuštanje nivoa 
tekućine zbog istjecanja. 


b) Kada je a proizvoljan, treba uzeti u obzir brzinu 
V, spuštanja razine tekućine 


muž 2 
mh = "7. 


Zbog vViA = va je 


a=A v=o 


c) Domet je: 


d=u, 


gdje je £ jednako vremenu potrebnom da mlaz dosegne podlogu: 


H-h= e: 
m EE 
a. 


Pomoću izraza za brzinu v iz a) zadatka, dobijemo da je domet jednak 
—2H—k o 
d= Van 2e=> =2VkH—#). 
Maksimalni domet se izračuna pomoću jednadžbe: 


dakle A = S je uvjet za maksimalni domet, 


VE H H 
uska = 2 2 -5)-22-4-im 


Položaj otvora iz kojega bi mlaz dostigao 2/3 maksimalna dometa jest: 


S dae=2H=2VFE-H 


H—kH+—=0 
8 
hi>2 -3 + 0,373 H 
pa hi= 087m 
Mena Moe eli 


Postoje dakle dva položaja jednaka dometa. Oni su simetrično smješteni u odnosu na polovicu 


visine bačve. 
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 VE=9 


đ) d 


0,5H 


o 05H H h 


1.156. Na dnu cilindrične posude (lonca) promjera D = 0,4 m nalazi se okrugli 
otvor promjera d = 1 cm. Na početku je nivo vođe u posudi bio kh, = 0,2 m 
iznad dna posude. 

a) Odredite kako ovisi brzina spuštanja nivoa vode u posudi ovisno o visini 
nivoa A te početnu brzinu V,. Vođu smatrajte idealnom tekućinom. 

b) Odredite kako ovisi visina nivoa o vremenu istjecanja (mjerimo od tre- 
nutka kada je istjecanje počelo) te odredite ukupno vrijeme potrebno da 
sva voda istekne. 

Cc) Grafički prikažite ovisnost brzine V spuštanja nivoa o visini nivoa k te ovis- 
nost visine nivoa & o vremenu istjecanja £. Obrazložite dobivene rezultate! 
d) Pomoću dimenzijske analize odredite potrebno vrijeme da sva tekućina 
iscuri. 

Bb a) Slika prikazuje situaciju dok tekućina istječe. Za idealnu tekućinu primjenimo Bernoul- 

lijevu jednadžbu: 


V? v? 
ogret=07- 


Nadalje, tekućina je nestlačiva, pa je: 


Din _ dia 
4 Gaia v 4 * 
Uvrštenjem izraza za v iz donje jednadžbe u gornju, nalazimo: 
v- d2 V2gh 
Nirri 


U našem zadatku je D > d pa se izraz transformira: 
d2 o 
V = Di V2eh. (1) 


b) Vrijeme z za koje se nivo tekućine spusti s 4, na h nađemo iz relacije (1): 
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Rješenjem tog integrala nalazimo: 
D/2_ ve 
i 2 V2VE —- Vk) (2) 
Kada sva tekućina iscuri, onda je # = 0, pa je to vrijeme: 


2 
r==7r/=325s. 3 
B (3) 


Iz izraza (2) ovisnost visine nivoa o vremenu: 
dž ,/g 
HA = Me VE: 


Primjenom izraza (3) za ukupno vrijeme 7, taj izraz prelazi u 
t 2 
= Bh == 
h o (1 Z ) 


h/ra 


0,2 k 


0) 


0 100 200 300#/8 
b) 


Vidimo da sa smanjenjem A brzina najprije sporo onada, a zatim sve brže. Kao posljedica nivo se 
najprije relativno brzo spušta, a zatim sve sporije i .vorije. Na primjer, nivo će se u prvih 80 se- 
kundi spustiti na polovicu svoga početnog iznosa dok će mu za preostalu polovinu trebati trostruko 
iše vremena. 


d) Vrijeme isticanja tekućine može ovisiti o njenoj gustoći o, ubrzanju sile teže g, visini nivoa, 
h, te promjerima D i d posude i otvora, 


Uzmimo da je to jednostavna ovisnost ovog tipa: 
r=KozgB hr Dš dn. 
Dimenzija izraza na desnoj strani mora biti dimenzija vremena: 
[T] = [L-* MF [LT-?]8 [Z]Y [L7]8 [L?]9 


a =0 
issa P= 
--28B=-1 
1 
0 =—-3+v+28 +2). 
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1 


Očito je daje roc Di rec Dpajey => tako da imamo 


Bezdimenzijsku konstantu K ne možemo naći, ali je po a) zadatku njezin iznos V2. 


1.157. Tanka aluminijska motka duljine L = 
= 6 m gustoće o == 2700 kg m-* pri- 
slonjena je na rub bazena. Dio dužine 
I == 2,8 m nalazi se izvan bazena. Ko- 
liki dio motke x je uronjen u vodu? 


B> Nacrtajmo sile koje djeluju na motku: 
Budući da motka miruje, suma svih moimenata mora 
biti nula (2. uvjet statike krutog tijela). 


> 
Momente ćemo računati s obzirom na točku 0 (F4 — 
uzgon): 


(S —1) e sz esa — (L-1- 2) 0eS-xc0a > 0, 


gdje je S površina presjeka _motke i 09 gustoća vode. 
Za dužinu x dobivamo kvadratnu jednadžbu čija su 
rješenja: 


xu =L-—D+ Va —n»— aL — 2DL. 
0 
Fizikalno rješenje je: 


sedi Va - DE = LL 2D= 126m 
0 


1,158. Vanjski dio kugle polumjera R = 10 cm 
načinjen je od aluminija gustoće o = 
= 2700 kgm-*. Unutrašnji dio r ==9 cm 
ispunjen je plutom gustoće o, = 200 
kg/m. Kuglu stavimo u vodu, Koliki dio 
kugle H će biti iznad razine vode? 


| 
ii 


| 
| 


| 


m“; 
ai 


P> Na kuglu djeluje težina i uzgon, i te dvije sile su u ravnoteži ako kugla ne tone: 


nv m om - (3 
DA 37AR ")+o "m 3 


H=2R0&—-R—r) PA > 07? 


R2. o 


R*n— > a RH) *0,=0 


= 2,46 cm, 
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1.159. Ukupna masa balona napunjena helijem iznosi m = 50 kg, a volumen V = 
= 100 ms. 
a) Kolika je sila koja diže balon sa površine Zemlje ako je gustoća zraka 
pri površini oo = 1,29 kg m-?? 
b) Kolika je gustoća sloja zraka u kojem će balon lebdjeti? 


ba)F=mg—oogV = — 775N 
b)mg — ogV =0= o ==05kgm-". 


1.160. U kocki brida L =1 m s otvorenom gornjom stranicom nalazi se voda. 
Kolika sila djeluje na pojedine unutrašnje stranice kocke? 


> Tlak na donju površinu iznosi: 


D = 20 + ogh, gdje je 20 atmosferski tlak, pa je 
F=(D, + 08h) S = (Do + 0gL) L? = (1,013 + 105 + 105 + 9,81 + 1)1 
F =1,111-+105N. 


Na bočnoj strani tlak ovisi o visini, pa imamo: 
dF=[P0+e(L—»x]Ldx 
ša 1 1 
F= [dr=poL + ogL? —_ 3081? = (po za 2 01) L2 == 1,062 + 105N. 
Fo 


110 


ELEKTRIKA 


2.1. a) Usporedite izraze za gravitacijsku silu između dviju masa s elektrostat- 

B skom silom između dvaju naboja. Obrazložite sličnosti. Koja je sila, općenito 
uzevši, veća? 

b) Koliki je omjer gravitacijske i elektrostatske sile između dva elektrona? 


mim, ro =—L if: 
1? *  4reo #2 


ba)F, =G 


G = 6,672 +10-*! Nm? kg-? = 8,987 + 10% mF-! 


4n £9 
Obje sile ovise o r-?. Izrazi su potpuno analogni. No, konstantni faktor elektrostatske sile je za 
20 redova veličine veći od onog kod gravitacijske sile. Dakle, elektrostatska sila je mnogo jača od 
gravitacijske. 

b)e= —1,6:10-!2C, m =9,11 >: 10-35! kg 


PIR, E4. 1042 


2.2. Dvije izolirane bakrene kuglice mase mn = 1 g nabijene su jednakom koli- 


: činom pozitivna naboja. Udaljenost između središta kuglica iznosi 10 cm. 
j Međusobna elektrostatska sila odbijanja u početnom trenutku neka je 10-3N. 

NE: Koliki dio ukupnog pozitivnog naboja (atomskih jezgara) kuglica nije kom- 
: penziran? 


bo Podaci za Cu: A = 63 (relativna atomska masa) 
: Z = 29 (atomni broj) 
Bb Ukupni broj atoma u jednoj kuglici je: 


S 6,023 + 1023 
A4 
Ukupni pozitivni naboj atomskih jezgara je: 
' O =nZ =4/4 -10*C 
Nekompenzirani naboj u jednoj kuglici je q,. 


= 0,95 . 1077. 


G/Q = 0,75 . 10-13 
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2.3. Dvije jednake kuglice mase m = 1 g ovješene su u istoj točki na niti zanema- 
rive mase jednake dužine / == 0,15 m. Kada se na kuglice dovedu jednake 
količine istovrsna naboja g, one se razmaknu tako da njihove niti zatvaraju 
kut 2 0. 

a) Nađite vezu između naboja Q i kuta otklona 0. 

b) Nađite naboje O kod kojih bi kutovi otklona 0 poprimili ove vrijednosti: 
15% 30“, 45%, 60% i 75". 

c) Koristeći podatke iz b) zadatka nacrtajte dijagram ovisnosti kuta otklona 
O o naboju O. 

d) Ako bi se ovaj uređaj iskoristio za mjerenje naboja, u kojem bi području 
imao veću osjetljivost ? 


> a) Promatranjem sila Fi FZ, koje djeluju na kuglicu nalazimo 
da je uvjet ravnoteže: 


F. cos 0 = F, sin O 


1 Q? : 
Zna, 4 sinz 0 £05 9 = mg sin O 
O=4lVneo mg V tg Osin 0. (1) 


Za vrlo male kutove & relacija se pojednostavljuje u: 


O =4lVreg mg * 0712. 


an) Uvrštenjem vrijednosti za /, €69, m, g i 0 0) a 
b relaciji (1), dobivamo: 
o Q 
0* 0 C vidi 
15" 0,4 : 10-7C 
30“ 1,2 + 10-7C 3 
45“ 2,2 + 1077C 
60" 3,6 + 10-7 C 
75% 5,9 * 10-7C, : : PSNOe 


d) Prema dijagramu osjetljivost uređaja bit će veća u mjernom području za male naboje nego 
za veće. Naime, ako se naboj poveća od 0 do 1 + 10-7 C, kut 6 se poveća od 0 do 30%, a zaisto 
povećanje naboja u području oko 5 + 10-7 C kut se poveća za manje od 4". 


2.4. Dvije jednake i jednako nabijene kuglice ovješene su svaka na svoju nit du- 
žine L i u isto ovjesište. Niti su načinjene od savršena izolatora. Kuglice 
promatramo jednom u zraku, drugi put uronjene u parafinsko ulje (o, == 
= 900 kg/m*, €, = 2,2). Kolika bi trebala biti gustoća materijala od kojeg 
su napravljene kuglice da kut što ga međusobno zatvaraju niti bude u oba 
slučaja jednak? 
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\> Na kuglice djeluju težina i uzajamna odbojna elektrostatska 
sila F.. U parafinskom ulju obje sile su manje nego u zraku; prva 
sila zbog uzgona, a druga zbog povećane dielektričke konstante. 
Neka niti u ravnotežnom položaju zatvaraju kut 24. Tada za slučaj 
kuglica u zraku vrijedi 


Za slučaj kuglica u parafinskom ulju vrijedi: 
E F. 
(0—edVg &(0— PVE 


tka= 


1z uvjeta da je a u oba slučaja jednak proizlazi: 


MM i'd O 3 
o poe 1650 kg/m*. 


2.5. Točkasti električni naboji g, =1.10-5C i g» =4.10-%C međusobno 
su udaljeni 3 cm. Odredite položaj, veličinu i predznak naboja g3 smješte- 
nog tako da se sva tri naboja nalaze u elektrostatskoj ravnoteži. Kakva je 
ravnoteža ? 


> Očito naboj gs mora biti protivnog predznaka od q, i g» i mora ležati na njihovoj spojnici. 
Prema slici je: 


did3 _ _ 4243 i di 42 _ Quq3 
x3 (kz —x3)2 3 


Iz prve jednadžbe izlazi: 


4 


1 1 
og de 
Va: qi Va, 
pe 4 s -8 
43 = 9 10-5C. 


Ravnoteža je labilna (vidi zad. 2.9). 


2.6. Imamo dva nabijena vodiča A i B. Geometrijski oblik obaju vodiča zami- 
slite po slobodnoj volji. Postoji li takav razmještaj vodiča koji omogućuje 
da se prenese sav naboj O, neposredno s vodiča A na vodič B? 


> Da. Ako se vodič A nalazi unutar vodiča B, koji čini Faradayev kavez, direktnim spajanjem 
sav naboj prelazi na B. 


2.7. Navedite uz koji uvjet je ova tvrdnja istinita: silnica električnog polja je linija 
uzduž koje bi se gibala pozitivno nabijena čestica kad bi je u stanju mirovanja 
stavili u jednu točku te linije. 
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DER PE patkadie si 


. prem av veimne den RRESRR REDE LS On SRE U E Koka 


> _ Navedena tvrdnja vrijedi samo za homogena polja, dok bi za nehomogena polja vrijedila samo 
za hipotetičke čestice bez inercije. 

U bilo kojoj točki smjer je tangente na silnicu ujedno i smjer električnog polja, tj. i smjer akcele- 
racije točkastog naboja. No, smjer gibanja određen je brzinom, a brzina uključuje i početnu brzinu, 
koja općenito nema smjer akceleracije. 


2,8. Iznad ravnom,erno nabijene ravne plohe povrjinske gustoće naboja s = 
== 10-5 C m-? lebdi bakarna kuglica ukupna naboja q =2 x 10-5 C. 
Koliki je polumjer kuglice? Gustoća bakra je 8,9 g cm-? 


Bb Budući da kuglica lebdi, njezina težina je uravnotežena s elektrostatskom silom kojom ju 
odbija nabijena ploha (zanemarimo influenciju kuglice). 


o) 
Fo =Eq= ORI 
Ai,=— m og 
F=fF 
1 3oag\l 
= — 13 = a 
(e oca 


2.9. Četiri identična slobodna pozitivna naboja e smješteni su u vrhove kvadrata 
čija je stranica a. 
Kakav naboj moramo smjestiti u središtu kvadrata da bi dobili ravnotežu? 
Da li je ta ravnoteža stabilna ili labilna? 


—> U slučaju ravnoteže sila na bilo koji naboj mora biti 
nula. Zbog simetrije problema dovoljno je da promatra- 
mo jedan od naboja koji se nalazi na vrhu: 


x-08! Fy+Fzcosa—Fscosa =0 


y-0s! Fs + Faxsina — Fssina =0 


e2 e2 eq 1 
x-08! k— + Mozau = kore] == 
a? (V2a)" — (Vzam1V2 
Iz toga slijedi: 


duli) = 0,96 e. 


2 "a4 


Da bi npr. negativan naboj. ostao u stabilnoj ravnoteži u nekoj točki 
polja, nužno je da električno polje u neposrednoj okolici te točke izlazi 
radijalno u svim smjerovima u prostor, jer će tada kada naboj malo 


pomaknemo iz položaja ravnoteže polje djelovati tako da ga vraća u VI 1 #4 
točku A. RS Ph 
-—— 


Integral po Gaussovoj površini PE E- dS, koja obulvaca točku A, raz- 


oA 
ličit je od nule jer je na svim dijelovima površine Ha dS > 0. Prema 2 = 
Gaussovu zakonu to bi značilo da se unutar te površine nalazi naboj. Pa S 
Međutim, mi tek trebamo staviti naboj u tu točku prostora da bi /W\ 

naboj ostao u ravnoteži. Znači, naboja nema. Prema tome, pogrešno 
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smo pretpostavili da možemo formirati takvo elektrostatsko polje u prostoru u kojem postoji jedna 
točka bez naboja u koju silnice poniru ili izviru. Dakle, naboj ne može biti u elektrostatskoj stabil- 
noj ravnoteži. 

Znači, da bi naboj bio u stabilnoj ravnoteži, moraju djelovati i neke druge sile koje nisu Coulom- 
bove. Dakle, u našem zadatku naboj 4 nalazi se u labilnoj ravnoteži. 


2.10. Dvije nabijene kugle polumjera r, = 2cm ir,» = 6 cm nalaze se na udaljencsti 
R=1m i privlače se silom F, =54 . 10-* N. Nakon dodira kugle se 
ponovno odvoje na udaljenost R. "Tada među njima vlada odbojna sila F2 = 
== 108 . 10-* N. Koliki su početni naboji na kuglama? 


PB Sile prije i poslije dodira: 
#2? 
Fi=—k5 5 Ah=ka 
Poslije dodira kugle imaju isti potencijal, te uz pretpostavku R > r,, r2 imamo: 


# 2 
mrem 
P=P ri Ba 


Zbog očuvanja naboja imamo: Q=qaq+qa=qa+q 
te uz pomoć prethodne relacije dobivamo: 


das si +42). di _ (Qu +4q2Tr2 
: fitr : trut+r 


Pomoću izraza za silu dobivamo jednadžbu za qiq2: 


o: F, 
đ, ta-Ren+m/_i 
m _RF, 
4142 = ko 


Rješavanjem tog sistema dobivamo kvadratnu jednadžbu koja zbog simetrije daje: 


pms F2 / 4rir2Fi ] 
tan=LRG +19 p2- 1+ GLEE . 


Uvrštavanjem dobivamo: 
Qi = +0,869 : 105 C di 
ili 
q2 = +0,069 >: 10-# C q2 


+ 0,069 + 10-$ C 
+ 0,869 + 10-*C. 


2.11. a) Naboj g nalazi se ispred dviju međusobno okomi- 
tih metalnih poluravnina kao na slici. Izračunajte kolika 
sila djeluje na njega (a = b). 


b) Izračunajte kolika je sila na naboj g koji se nalazi za 


a udaljen od beskonačno velike metalne površine. 
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BD a) Služeći se »metodom slike« računamo: 


,=—L na o SE SIE: 
*" deo |46+2) ViZ+až da? 
"e l1-00) 


dg €9 4a? Nga 


4 


(ul ma. Mean ne. re E 
P= ke, d40č+a) Vitae 4 


L 1122) a=b 


“ 4zečg da? 
a21 = 1 
2 pojam, GR it i oke 
=VR+B I SETE ja: (2 5) 
Dje. HG 
s dk re ree IF < If. 


2.12. Mjerenja elektrostatskog - polja Zemlje pokazala su da ono iznosi E, = 120 
V/m pri površini Zemlje, E» = 11 V/m na visini 6 km, odnosno £; =1 
V/m na visini 15 km. Odgovaraju li ti podaci zakonu prostiranja elektro- 
statskog polja oko nabijene vodljive kugle? Polumjer Zemlje je 6370 km. 
Obrazložite odgovor. 


D> Za elektrostatsko polje nabijene kugle trebalo bi da je: 
B,:B:Ea=nžiržirz?=6370-2:6378-2:6385-2 = 120 : 119,9 : 119,8 
Dakle, opaženo elektrostatsko polje opada s visinom mnogo brže (120 : 11 :1) nego polje oko 
nabijene kugle (120 : 119,9 : 119,8). Međutim, zaključak da opaženo polje ne potječe od Zemlje 

bio bi preuranjen i pogrešan. 

Jedino što iz tog rezultata možemo zaista zaključiti jest da se Zemlja ne ponaša kao izolirana na- 
bijena kugla u vakuumu. Zemlja ima atmosferu čija električna vodljivost naglo raste s visinom. 
To uzrokuje brzo opadanje električnog polja na većim visinama. Na visini od 50 km električna 
vodljivost atmosfere je tako velika da je električno polje nula. 


2,13. Količina od N = 27 identičnih kapljica žive, od kojih svaka nosi naboj q= 
= 2 pC i ima polumjer r = 0,1 cm, spoje se u jednu veliku kaplju. 
Koliki je potencijal velike kaplje? 


I =, 
> Polumjer velike kaplje bit će R = r VN. 


Potencijal će biti: ma 
4g o 3 


VN-, 


de: = 162V. 


2.14. Električni dipol čine dva po iznosu jednaka a po predznaku protivna naboja 
(-h gq) i (> g), koji su međusobno razmaknuti za konstantnu udaljenost d. 
Karakteristična veličina električnog dipola je njegov električni moment koji se 


definira kao » = g d, gdje se d uzima u smjeru od negativna naboja prema pozi- 
tivnu. 
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Ako se ishodište sustava uzme u središtu dipola, pokažite da za električni 


dipol momenta b u točki poja Tr, 0), vrijede slijedeće relacije za potencijal 
i električno polje: 


1 peos0 1 pr 
P= dane To ine, 1%? 
Pp o 3cos0 — I k : X : 
= —————— — nta u smjeru dipola 
E, šaE, m: ompone j pola; 
EL P eno — komponenta okomita na smjer dipola; 


mreza 1 
O je kut između P i 7. Pretpostavljamo da je d<r. 


B> Neka je smjer z-osi uzduž osi dipola. Električni 
potencijal odredimo  sumiranjem doprinosa obaju 
naboja: 


Uzevši u obzir da je x22+9+2=ridrđi, 
dobivamo: 


1 
Binomni razvoj daje: (1 + =) "Ž=1 +5 : 2+ ... pa slijedi: 

LE g. 1 pe0_ 1»: 

Pam £97? 4ne 12 4tEog 1 
"Pomoću potencijala određujemo polje relacijom E = — grado. 
Komponenta u smjeru dipola jest: 
1—3 (ž 
EE --E--d&l8) eon: za pla | 5 RRTNE SEM a ati 
io i oz 4zag Ooz\r3)] 4neg 13 = 4zeg 1? : 


Komponentu E .L okomitu na smjer dipola dobijemo tako da vektorski sumiramo komponente 
u xiy smjeru. 


=? HI EE Do 3x. 


a 4neo Ox \r")]  4neo Tr 
E. = =22l3)+ b_ 38) 
"  4neo Oy \r? 4zEo 1 


1 3 cos O sin O 
m. 2 2\ — Do kose ki ije 
BL =(BP+E) = s. 
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2.15. a) Izračunajte silu koja djeluje na slobodni dipol električnog momenta p» = 

= 1,0 x 10-1% C m. Dipol se nalazi u vakuumu na udaljenosti / = 0,2 m 
od točkastog naboja q, Zisa x 10-*C. Dužina dipola mnogo je manja 
od udaljenosti /. 
b) Točkasti naboj g, nalazi se na osi koja je okomita na smjer dipola i ras- 
polavlja dipol. Udaljenost točkastog naboja od centra dipola je opet /. Od- 
redite veličinu i smjer sile na točkasti naboj. Podaci za q 1 pilisti su kao 
u zadatku a). 


B> Promatramo naboj g, u polju dipola. 


5 a) Jer je dipol slobodan, on se orijentira u smjeru prema naboju q,, tj. 0 = m. 


1 3cos20—1 


= = $ -4 
rea E: 9+ 10-*+N 
m 
b)o= 3 
Bije P 3cos 0 -sinO _ 
dne 7? 
ni, dem o mae 
P  4n& r> = 4regr? 
jm. ce na 4 
F.= Ane, ćE 4,5 +: 10-*N. 


Negativan predznak označava da sila djeluje u protiv- 
nom smjeru od smjera dipola. 


EREISU 


2.16. a) Pod kojim kutom prema smjeru elek- 
tričnog dipola iščezava ona komponenta 
polja dipola koja je paralelna njegovu 
smjeru ? 


b) Točkasti naboj g, nalazi se u sredi- 
štu dipola. Na kojoj udaljenosti od sre- 
dišta dipola (? = q, d), a duž njegove osi, 
je električno polje dipola jednako polju 
toga naboja? Obrazložite u čemu se ra- 
zlikuju električna polja dipola i točkastog 
naboja za veoma malene i veoma velike 
udaljenosti. 


BRUNETE BRE TIRE 


b)L=0 
3cos20 —1=0 0, = 547%" 
O, = 180% — 0, = 125,32 
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DJE JE ATELJE 


b) Izjednačimo izraze za polja dipola i točkastog +q, q -q 


naboja: m om 
m0 ____ P_i; 
po 3co?0—1__1 €. Se ro 2d d 09 
4zEg 1? 4nEg 12? 2 
kaže 
To 


Zar > 2d polje električnog dipola opada (cc r-*) mnogo brže nego polje točkastog naboja (& r-2). 
Za r < 2d polje dipola je jače, od polja točkastog naboja, jer je stvarna udaljenost naboja do bli- 
žeg naboja dipola manja nego uđaljenost do središta dipola. 


2.17. a) Odredite razmak među središtima dviju susjednih molekula vode u te- 
kućoj fazi uz uvjet da su one kuglice. 
b) Izračunajte elektrostatsku silu F međusobnog djelovanja dviju molekula 
vode u tekućoj fazi ako su im električni dipoli orijentirani duž jednog pravca. 
Električni dipolni moment molekule vode je » ==0,62 x 10-2? C m. 
c) Usporedite tu silu sa silom kojom se gravitacijski privlače dvije susjedne 
molekule vode. 
d) Usporedite tu silu sa silom kojom sila teža djeluje na molekulu vode. 


> a) Jedan mol vode; tj. 6,023 + 102% molekula, ima masu 18 g, odnosno volumen 18 cm3. Pro- 
sječan razmak središta dviju susjednih molekula (2r) iznosi: 


3 


= 18 cm? == . -8 Ka s -10 
h=VkeS = 24 10-% cm = 3,1 + 10-/2m 


b) Promatramo jedan dipol u elektrostatskom polju drugog dipola: 
_»_.3 cos? 8 — 1 »_.1 


“ 4meg r* 7 dn Ex 1 


2qp 1 1 
FeYihgsafE «izo; 
DB = dnev E 1+ 2) 
Budući da je d < 1, možemo zanemariti više potencije od dj!, pa izlazi: 


1602 _ -10 
Pao g 225: 10-“N. 


€) Masa molekule vode je omjer između relativne molekulske mase i Avogadrova broja: 


18g mol-! 


Zo BR (26 
M mo ze 10 Te 
P= G= 625 + 10-#N. 


Ta je sila za faktor 105% manja od elektrostatske sile između dipolnih momenata. 
d) . Fa = mg as 3 + 10-25N. 


Premda se elektrostatska sila između dipola javlja tek u drugoj aproksimaciji, ona je u ovom slučaju 
još uvijek bitno veća od težine molekule (faktor 1012). 
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2,18. a) Odredite energiju veze zbog dipol-dipol interakcije za dvije susjedne mo- 
lekule vode u tekućoj fazi, kojih su električni dipoli orijentirani duž jednog 
pravca. Električni moment dipola je p ==0,62 . 10-2* C m, a udaljenost 
između njihovih središta je Žg = 3,1 + 10-'% m. 

b) Pod pretpostavkom da su sve molekule vode orijentirane duž jednog pravca 
izračunajte latentnu toplinu isparavanja. Op. Uporedite dobivenu vrijednost 
s pravom. vrijednošću za vodu L =22,6 . 10% J/kg i objasnite razliku. 


Bb a) Izraz za silu između dva dipola udaljena za x (iz prethodnog zadatka) jest: 


Izračunamo rad potreban za razdvajanje dvaju dipola: 


u: _ 69? [ dx_ 29% de. mre“ | 
A EC aag o 2825 10-29]. 
bi; lo 


co 


b) Broj molekula vode u 1 kg vode je: 


" 26 
jd Avogadrova konstanta = 6,023 + 10 — 3,346 + 1025 


molarna masa 18 
Qr=n: A = 7,76 > 105 ]/kg. 


Ta je vrijednost oko triput manja od stvarne latentne topline isparavanja vode. Razlog je očito 
taj što nismo uzeli u obzir interakcije i s ostalim susjednim molekulama. 


2.19. Razmak između elektroda (»svjećica«) u motoru automobila iznosi 0,7—0,85 
mm. Pri normalnom tlaku (1 bar) zrak. se počinje ionizirati kad električno 
polje dosegne iznos od oko 3 + 10% V/m. 

a) Koliki elektromotorni napon treba djelovati na elektrode da bi se između 
njih pojavila iskra? 

b) Napon paljenja motora u radnim uvjetima, tj. kada je smjesa zraka i ben- 
zina komprimirana unutar cilindra na oko 10 bar, iznosi 000 — 10 000 V. 
Zašto se taj napon znatno razlikuje od rezultata dobivena u prvom dijelu 
zadatka? 


B a) Minimalni napon kod kojeg dolazi do iskrenja izračunamo pomoću relacije: 
' U=E:đ4 E=3-:105%Vim, d=0,7— 0,85 mm 
Izlazi: U ss 2100 — 2550 V. 


b) Zbog većeg tlaka srednji slobodni put čestica plina je kraći. Zbog toga nabijene čestice ne do- 
biju dovoljno velike brzine u električnom polju da bi mogle dalje ionizirati čestice zraka. Da bi 
se to ipak postiglo, potreban je viši napon. 


2.20. Štap dužine / == 1 m nabijen je nabojem =; 
Q=5 uC, tako da se gustoća naboja OOO ZI TOO 
mijenja po zakonu A (x) = Ax. o i a 
Koliki rad moramo izvršiti da bi naboj g = 1 uC doveli iz beskonačnosti 
u točku T, koja je za d = 2 m udaljena od nabijenijeg kraja štapa, a nalazi 
se na pravcu koji prolazi štapom? Kolika je sila koja djeluje na naboj u 
toj točki? 
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dosk veil sonet 


PB Konstantu A naći ćemo iz uvjeta: 


Q = [ seo a | e A5>A=2. 


Potencijal točke T' zbog prisutnosti nabijenog štapa je: 
I 
dq A (x) dx [ xdx 
JE | d- MI Zeiss 
0 


Pr= S u+onti '-1] = 1,95 + 10+ V. 
Iz definicije potencijala slijedi: 
| A = qp = 1,95 + 10-21. 
Relacija koja povezuje polje i potencijalnu funkciju jest: 


E (x) = — grad p (9). 


U našem slučaju potencijalna funkcija uzduž osi x ima oblik: 


_ 2kQ x 
9" len="r j «> |, 
pa imamo: 
ia P(x) > [—- ko 20k - 2 
Za) 0x dk=77 mi —1 


Iz definicije polja imamo: 


F = qEg = 8,5 + 10-57N. 


2.21. Tanka električna, jednoliko nabijena nit duljinske nabojne gustoće A = 10-* 
C/m savijena je u poluprsten polumjera R = 0,1 m. U središtu zakrivljenosti 
poluprstena nalazi se naboj qg = 10-? C. 

Odredite trenutačnu silu po veličini i smjeru djelovanja niti na naboj? 


b U situaciji kao na skici horizontalne komponente električnog polja simetričnih elemenata dužine 
niti se poništavaju, a vertikalne se zbrajaju. Rezultantno polje niti djenje vertikalno prema dolje. 
To je ujedno i smjer rezultantne sile na naboj gq. 


Dakle, sumiramo vertikalne komponente sila svih elemenata 
dužine niti: 


4 
1 1dl gA 
F=eaE=a | Si ——- cos O = rar J eos640, 

mei 
2 
F= 2 18:-10-5N. 
4negr 
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2.22. Naboj duljinske gustoće A jednoliko je raspodijeljen uzduž osi x. Paralelno 
S xy ravninom u ravnini g = d(d > 0) nalazi se naboj jednolike plošne gustoće 
O. 
= Nađite iznos i smjer.sile koja djeluje na točkasti naboj -+- Q smješten u točki 
A(a, b, €) ako je c<dic>0. Nađite razliku potencijala između točaka: 
Mi (X>JY0>Z)1M2 (x22 92252), akojež, <diz, <d. 


Bb Služeći se principom superpozicije dobivamo: 
P O e. 
2€&9 2 £9b2 + c2 


rme. mm) 
2 Eob2 + 62 Ie 2neob" +e? 


—1 2+ 8 
NEE ukrasiti 


(bi + ck) 


2.23. Ebonitna ploča debljine 2d = 1 cm jednoliko 
je nabijena nabojem čija je volumna gus- 
toća o =5uC m-*. 

a) Nađite električno polje i dielektrični po- 
mak kao funkciju o udaljenosti od središta 
ploče. 

b) Nađite funkciju potencijala o (x), ako 
za referentnu točku uzmemo središte plo- 
če. 

Relativna dielektričnost ebonita je €, =3. 
Širina i dužina ploče mnogo su veće od 
debljine. 


Bb a2 Zbog simetrije možemo zaključiti da će električno polje i vektor dielektričnog pomaka biti 


BJE JE Ki URBuE sI 


> —> 
paralelni sa x-osi. Riješimo Gaussov zakon za sredstvo $ D+ dS = q gdje ćemo za Gaussovu po- 
s 


vršinu uzeti paralelopipede skicirane na crtežu. 


$ Dass nosE= ll. odo 8 
S, 1 = Di 1 2 o u 1. 
Di=osi =55uCm-? 
E,==5-=— — 1885104. Vm-: 

PE-7,) m 


> > 
$ DB, dS=D,:25;— | odV=e:24S; 
S2 V2 


Do=pd=25nCm-? 


E, _D2_2g27Vm-: 
£0 
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i ree a 


A> > Xi 
b) vra Pr ene Prree 


DAD=D2.(D=25nCm-? 
E, (d) = 942 V m! 


E,(D=2827Vm-i. 


E3 2 
= — 6m: 10%: Pxdx = — 9,4 +10%- 08 V 


d x2 
ka gi i i 


đ x2 
= — Ga + 10% fx da — 9002 [dx 
0 


= 1178— 28272 V. 
m 


2.24. U koordinatnom sustavu na osi apscisa x = + d ix == — d nalaze se prič- 
vršćena dva pozitivna naboja g. Dva naboja — g mogu se slobodno gibati samo - 
DO v-0si. 
a) Nađite koordinate y u kojima su negativni naboji u ravnotežnom polo- 
žaju. 


b) Nađite potencijalnu energiju negativnih naboja i pokažite da je u položaju 
ravnoteže ta energija minimalna. 

Cc) Grafički prikažite ovisnost potencijalne energije i sile na negativni naboj 
o koordinati y. 


> a) Razmotrimo sile koje djeluju na jedan negativni 
naboj: 


F=2F,_sna+F__. 


Kada je negativan naboj u položaju ravnoteže, suma 
sila je nula: 


dnep (+99 VZryi  dneg Qof 7 


Sređivanjem tog izraza dobijemo koordinate y u ko- 
jima su negativni naboji u stanju mirovanja: 


d 
2z=+--. 
Y1,.2 V3 
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LES a O JESENI. 


b) Ukupna potencijalna energija negativnih naboja jednaka je sumi potencijalnih energija po pa- 
rovima: ' 
4 a? 1 qa? 


Potencijalna energija jednog naboja jednaka je polovici ukupne, pa je: 


W —2 a2 1 q2 


Vo 2 -ae VEryi no 


Potencijalna energija W«,, ima minimum na mjestu gdje je njena derivacija po y jednaka nuli: 


2.4 ema VON: soma tI. Re. ti 
dy 4zeo (+9) Vary dnčo 49% 


Wa) 


i olja d die m 
Prisjetimo li se da je sila F = — »vidimo da je to 


ona ista sila iz a) zadatka i da, prema tome, potencijalna 
energija ima minimum u položaju ravnoteže: 


id 
Y132 V3' 


c) Na slici sila je prikazana punom a potencijalna ener- & m op asekia. 
\ .. 


gija isprekidanom krivuljom. ==. 


2.25. Jednoliko nabijena kugla ima polumjer R i volumnu gustoću naboja o, odnosno 
ukupni naboj O te relativnu dielektričnost e,. 
Primjenom Gaussova zakona odredite zakone po kojima se mijenja električno 
polje i električni potencijal za: 
a) r>fR; bDr<fAR; 
c) Koja svojstva mora imati materijal od kojega je napravljena kugla? Može 
li kugla biti metalna? 


Db Upotrebljavamo Gaussov zakon elektrostatike: [ E, dS = [ dg/ey e.. 


a) Kao Gaussovu plohu, tj. plohu po kojoj provodimo integraciju, uzimamo plohu zamišljene 
koncentrične kugle polumjera r većeg od R. 


1 0 


4n €o F2" 


E + 4nr? = Qjeo, proizlazi E = 


Dobili smo jednak izraz kao kad bi sav naboj bio koncentriran u središtu kugle. Upotrebom relacije 
O = oV dobivamo: 


Iz poznatog električnog polja lako je naći električni potencijal: 


La 
ći a Lo sh ER A 
36. g 13280 To 4ze&gr] 


T 
p=-[Ear=- 
oo 


Dakle, i izraz za potencijal jednak je onome kad je sav naboj koncentriran u središtu kugle. 
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b) U ovom slučaju za Gaussovu plohu uzimamo površinu koncentrične kugle polumjera r < R. 


s) 


0£r 


&E-.4nr = > u sr> o, proizlazi: E = 7. 
o 


Ž 
= - [zan 
oo 


Taj integral moramo rastaviti na dva dijela, jer je integrand, tj. izraz za E, različit u području za 
r> Rir <R. Dobivamo: 

R r R3 ia id 

p [za [za že, drž ze lra 
oo R R 


co 


_[R(2&+1)—r?]o 
kr 6 &0 & 


c) Materijal mora biti izolator (dielektrik), tj. mora imati konačnu vrijednost €,, Prema zadatku 
kugla je jednoliko nabijena, zaključujemo da ona ne može biti metalna. (Za metal €, -> o, pa je u 
unutrašnjosti vodiča E = 0). 


2.26. Metalna kugla polumjera R = 10 cm, ukupna naboja 0,1 uC, okružena je slo- 
jem gume debljine 1 cm. Relativna dielektričnost gume iznosi €, =2,2. 
Odredite energiju električnog polja unutar tog sloja gume. 


B> Općenito je gustoća energije elektrostatskog polja dana izrazom: 
U = && B"/2 


1 q 


Električno polje oko nabijene kugle je E = prenu 


Uvrštavanjem i integracijom po cijelom sloju gume dobivamo: 


2 R+dđ R+dđ R+d 
m: ž E€o& 1 1\ 2 
: W= [ udV= [ vw 4nr = | —— 4) 4zrždr 
2 \4zE&g8 7 
R R R 
Rd 


g? đ 


2 ves [5-gs mRrgo 686 10-5] 
8 Eo Er r2 8zevar. RQR+d) 2 ? 
R 


2.27. Odredite »klasični« polumjer elektrona uz ove uvjete: 
1. energija mirovanja elektrona magcZ sadržana je sva u elektrostatskom 
polju elektrona; 
2. elektron je kugla polumjera a unutar koje je jednoliko raspoređen naboj 
e=1,6.10-!? C. Masa mirovanja elektrona je mo = 9,1 . 1075! kg. 


B> Treba izračunati elektrostatsku energiju takve raspodjele naboja: 


w-2/| E2 dV. 
2 Jv 
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| 
srl lente 


Budući da je raspodjela homogena unutar kugle, zbog simetrije polje će u"cijelom prostoru biti 
radijalno, tako da ga veoma jednostavno možemo izračunati pomoću Gaussova zakona: 


o E : dS = gle. 
ge 


Unutar kugle: 


E&-4a=— | e mm 
€o v 4 3 3 
KRai MAT) 
€ 
Bi) = Zregaš 


Izvan kugle polje će biti kao polje točkastog naboja: 


1 
4zčor a 


E,(0) = 


Izračunajmo sada elektrostatsku energiju u cijelom prostoru: 


w= | Par-raju Za pe .a[ m mdp= 
a 
2 jd gd 2 2 

BRE: ostat ri kO oi je O 
m mol ire | 12 5 8ne, a 8nčo a 

a 

3 e? 

ME dne a “ 


Prema našoj pretpostavci je W = m, c?, te dobivamo 
) 


a= sp mre 1,69 10-15 m. 
20 Eo Ma 62 


U mnogim eksperimentima elektron se ponaša kao da ima polumjer toga reda veličine. Međutim 
takva slika elektrona otežava objašnjenje nekih pojava. Zna se također da je elektron veoma stabilan, 
a prema ovoj slici on bi se sastojao od još manjih dijelova, koji bi se odbijali snažnom Coulombo- 
vom silom, što bi uzrokovalo njegovu nestabilnost. 


2.28.. Prema Thomsonovu modelu atoma atom se sastoji od jednoliko raspodije- 
ljenoga pozitivnog naboja g unutar kugle polumjera R u kojem se nalazi ne- 
gativan točkasti naboj — elektron (vodikov atom). 

Pokažite da elektron u takvom sistemu titra oko centra kugle. 


Prema klasičnoj elektrodinamici frekvencija titranja naboja jednaka je 
frekvenciji elektromagnetskog vala koju šalje u prostor takav naboj. Uspo- 
redite tako dobivenu frekvenciju s frekvencijom elektromagnetskih valova 
koja se dobije iz Bohrova modela atoma vodika. Podaci za računanje: R = 
=53pm,q=1,6.10-"? Cim =09,[.10-? kg. 
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> Na udaljenosti r polje jednolike raspodjele naboja unutar kugle polumjera R ima oblik (v. zad. 
227): 


] > 
R3 170 


PE SmA 


s 
gdje ro ima smjer od centra kugle prema van u točki koja je za r udaljena od centra. 
Sila koja djeluje na negativan naboj q u toj točki jeste: 


s 


Ona prema 2. Newtonovu zakonu daje elektronu akceleraciju a = m 
. . 2 22 . 
Primjenom F = ma dobivamo: 


s. 1 q? 
Ž 4negm R3 29 


"To je jednadžba harmoničkog oscilatora koji oscilira frekvencijom : 


E ane 6,6 + 1015 Hz 
2a F 4negR*m , : 


Ona odgovara valnoj dužini A == c/v = 45 nm. 


Ta valna dužina ne odgovara ni jednoj koja se javlja u spektru vodikova atoma. Inače se drugim 
neovisnim eksperimentima pokazalo, da taj model ne vrijedi. Osnovno što ne može objasniti je 
diskretan spektar zračenja (vodikova) atoma. 


2.29. Između dviju paralelnih metalnih ploča postoji električno polje E =2. 
+ 10% V m-*. U jednom od Millikanovih pokusa kapljica ulja gustoće 0x = 
= 800 kg m-* prelazila je udaljenost d = 4 mm u vremenima: t, =36 s, 
to=11,2st3; =7,7s ty =17,1sit, =23 s prema gore. Gustoća zraka 
je oz =1,2 kg m“*. Kad se polje isključi, kapljica pada i udaljenost d prijeđe 

za t = 16 s. 
a. Kapljica u svim slučajevima ima konstantnu brzinu zbog viskoznosti zraka. 
Viskoznost zraka iznosi 7 = 1,8 . 10-* Nsm"-?. Stokesova formula za vis- 

koznost je F=61a1) 7. 


Što je Millikan mogao zaključiti na osnovi ovog eksperimenta? 


Bb Pri padu, kada na kapljicu ne djeluje polje, djeluje težina, uzgon i viskoznost. Te tri sile su u 
ravnoteži, jer se kapljica giba konstantnom brzinom. 


ogan zanoag—6nanv=0. (D) 


Kada djeluje polje, imamo ovu jednadžbu: 


4 
56aga->aenog+6nanu—gqE=0. (3) 
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ni jake nona VET OTP PD EGET AREA 


Iz gornjih jednadžbi primjenom v = djt proizlazi: 


— 4 1šznd nd (2 2) - . 10-19. (s de 
Ga hjerole e ree eno) 


Iznosi naboja koji se nalaze na kapljici u pojedinim 


intervalima vremena jesu: ti —q :10+19 n 
Millikan je iz ovog eksperimenta zaključio: KJ C 
. 1. Naboj na kapljici nije proizvoljan, nego je 36 9.75 6.09 
nik neke vrijednosti. 7,7. 20.77 12.98 
2. Najmanja moguća vrijednost je 1, 6+ 10-12 C. 11.2 16,39 10,2 
haj i obe mien 177. 1285. 8,03 
23 11,40 7,1 


(Kapljica se nabija prilikom ionizacije molekula ulja) 


2.30. Na paralelne pločaste elektrode među- 
sobno razmaknute za d = 5 cm priklju- 
čen je tonski generator tako da među — f/v 
njima napon raste jednoliko od 0 do 
+ 2 V za vrijeme t =10-% s. U tom 
času ploče se kratko spajaju inapon tre- 
nutno padne na nulu. : 
a) Ako je jedan elektron mirovao nepo- 
sredno uz katodu u trenutku kad za- 
počinje naponski puls, na kojem će se 
mjestu nalaziti nakon + =10-5 s. 
b) Koliko će mu vrijeme biti potrebno 
da stigne do anode (vrijeme proleta)? 


> a) Primjenom 2. Newtonova zakona nalazimo: 


ma = qE 
. dp do 
mE dd, “dx 
Električno polje se ne mijenja s udaljenosti, te je E = E Nadalje, napon ovisi o vremenu tako da 
jep=2.10%: za 0<t<105s. 
ase 2et 105 


v=ž=_ 1040, 


No kako je za £# = 0 brzina elektrona bila mala, to je C, = 0. Nadalje: 


Kako se elektron u početku nalazio uz katodu, to jei C» = 0. 
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Uvrštenjem £ = 10-% s nalazimo: 


x = 0,117 mm. 


b) Ukupno vrijeme proleta jeste vrijeme u kojem se elektron ubrzavao 10-5 s, i vrijeme u kojem je 
—— putovao jednolikom brzinom 


v= * 10822 =3,52 + 10*ms-!, 


ze 
md 
pa je 


t=10-% + ša 1,427 + 10-55. 


2.31. U električnom polju pozitivno nabijenog 


i beskonačno dugog vodiča giba se a- g 
-čestica od točke A udaljene za x, = | 
= | cm od vodiča do točke B udaljene 1 
za xa = 4 cm. Brzina u točki A jev, = |x2 
=2.105 ms-!,auB #2 =3.10 | 
ši A d 

ms"!. --F----—+i 

1 


Odredite: E | 


a) duljinsku gustoću naboja; 


b) smjer brzine a-čestice u točki B ako je smjer brzine u točki A zatvarao 
sa smjerom vodiča kut a, = 60"; 


c) vrijeme za koje je a-čestica stigla u točku B ako je ona u sm/eru vodiča 


udaljena za d = 10 cm od točke A. Brzine v, i v» nalaze se u ravnini koja 
prolazi vodičem. Zanemarite Zračenje a-čestice, te influenciju vodiča. 


a B> a) Primijenimo zakon sačuvanja energije: 


1 2 1 2 na qA %2 
ZV A ZA Zreo. Xi 
4 zteom(vŽ— vd) 21 uCm-1 
ln “2 
4 xi 


b) Električno polje djeluje radijalno pa ne mijenja komponentu brzine 
uzduž vodiča: i : t 


Vi Cos a 1 
cosap==>><|=— > a, = 70,53" 
V2 3 ; ' 


c) Zato je u tom smjeru gibanje jednoliko pa je: 


d 


i=———— =10-75. 
V1COS di 
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pevarih djmmese e dat ree 


2.32. U spektrometru masa, koji radi na principu određivanja vremena proleta 


različitih iona, svi ioni iz ionskog izvora ubrzavaju se istom razlikom po- 
tencijala U. Kratki puls ubrzanih iona nakon toga prođe evakuiranu cijev 
dužine L na čijem je kraju elektroda za prikupljanje iona (kolektor) kao što 
je prikazano na slici. Električni puls koji pri tome nastane prikaže se na osci- 
loskopu. 


a) Nađite vrijeme proleta za koje n-struko ionizirani atomi mase m prođu 
kroz cijev. : 

b) Izračunajte to vrijeme za jednostruko ionizirane atome argona (mar = 
= 40 u.), ako je dužina cijevi Z = 1 m a ubrzavajući napon U = 210 V. 

Cc) U ionskom izvoru nalazi se mješavina iona s masama mn, =40uim, = 
= 41 u. Koj' ioni stižu prije na kolektor i za koje vrijeme? 

d) Razlučuje li ovaj instrument bolje sus.edne izotope (A m = 1 u) teških 
ili lakih atoma. 


> 2) Vrijeme za koje puls iona stigne na kolektor jest: 


2 
v 


(1) 


i= 


Kako u evakuiranoj cijevi nema značajnijih električnih ni magnetskih polja, brzina iona je u 
tom dijelu konstantna i jednaka onoj koju dobije ubrzavajućim naponom U: 


nja 
n U = "E. (2) 


Uvrštavanjem izraza za brzinu iz (2) u (1) nalazimo da je: 


m 
1/59. 


b) n=1V22 = 1,44 + 10-+s. 


2e U 


"PARKA 
dAt=t-to= Vo ma — Vrmao) = 1,13 + 10-55. 


Puls iona mase zn = 41 u stiže 1,13 * 10-* s poslije onoga mase zn = 40u. 


d) 


a Mu 


ta-1 Mp-i 


Za susjedne izotope s velikim atomskim masama razlika u vremenu proleta veoma je mala, te 
ih je i teže razlikovati. 
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2.33. Radioaktivni radij emitira a-česticu i energije 0,77 pJ. Naboj radijeva ato- 
ma je 88 . 1,6 . 10-!? C. Uz pretpostavku da je atom radija ostao na miru, a 
a-čestica odletjela u prostor, odredite polumjer radijeva atoma. Zanemarite 
utjecaj elektronskog omotača. a-čestica izašla je sa ruba radijevog atoma. 


iš 1 OeOwa : 


i 
š 
NIS 
l 
k- 


dn €g r 


Potencijalna energija a-čestice pretvorila se u kinetičku energiju. Iz toga proizlazi: 


r=5-10-!'*m. 


2.34. Dvije kuglice masa m, =5 g im, = 15g nabijene su nabojem g, = 8- 
+ 10-8Cig, = -2.10-%C. Nalaze se na međusobnoj udaljenosti 4, = 
= 20 cm. 


Kolike će biti njihove relativne brzine kada se nađu na međusobnoj udalje- 
nosti Zy = 8 cm u slučajevima: 

a) da se prva kuglica drži na mjestu a druga ostaje slobodna; 

b) da se obje kuglice puste gibati slobodno? 


B> a) Zakon očuvanja energije daje: 


d142_,4102, 1 2 
ron = ao + 3 m2 VŽ 
vu= de pare? =012ms-! 
lol, 


m2 
v=V2—v=012—0=012ms-!. 


b) Ponovo primijenimo zakon očuvanja energije: 


pl 12 _;,U 124 Uno? 


1 2 
Is E 2 + 2 m2v2 


Budući da na sistem ne djeluje vanjska sila, vrijedi i zakon očuvanja količine gibanja: 


0 = moj + mo > vz = — vj 
2 
_ 1/2kq1 a2 m2 (lu — lo) _ -1 
wx=)V VK tar EMI = 018m s 
= vi= — 006ms-" 


v=Vvr—vz=018—(—0,06) == 0,24ms-!. 
2.35. Proton se približava masivnoj jezgri naboja Ze, te ima potencijalnu energiju 
Ze? : : g : me 
= . Kada je proton beskonačno udaljen od jezgre, on ima energiju W, = 


2 
goa Linearna ekstrapolacija putanje na minimalnu udaljenost od 


jezgre određuje veličinu b — parametar sudara. 
Kolika je stvarna najmanja udaljenost protona od jezgre? 
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4 Primijenimo zakon očuvanja energije: Z 


1 2_,Ze. mu 
zime va 1) o P 
=-—i—————— = 


2 U polju centralne sile vrijedi zakon očuvanja kutne 
količine gibanja: 


2 muvob = mvr. (2) 


Supstitucijori brzine v iz izraza (2) u izraz (1) dobijemo: 


1 1. (v00\)2_ ,Ze2 1 b? 
zm = KE 3 m (222) S ars 3 008 m 


Ze? p? 
WM =k+ MW 


Množenjem tog izraza sa r2 dobije se kvadratna jednadžba za r: 


W,r? — kZer— Wo? =0 


kZež? k Ze 3 
Ee VEZV ra * UDE S 
iS 2 2W, (27.) : 


U obzir dolazi samo (++) rješenje: 


pa je uvijek r > 0. 


2.36. Na niti dužine / = 1 cm ovješena je na- 
: bijena kuglica zanemarivih dimenzija. Na- 
' boj kuglice jeg = + 20 nC a masa kuglice 
m = 2 g. Kuglica se nalazi između dvije 
paralelne metalne ploče nabijene nabojem 


+ + + + + + + + d+ 


plošne gustoće s = 5 uCm-?. l 

Pokažite da će kuglica harmonički titrati gem 

ako je izvučemo iz položaja ravnoteže za 

mali otklon 04. Koliki će biti period tih Pu rem u ze. 


oscilacija ? 


b> U nekom položaju otklona niti za kut & na kuglicu djeluje električna i gravitacijska sila. One 
uzrokuju moment s obzirom na ovjesište 0, te ćemo prema 2, Newtonovu zakonu za rotacijv imati: 


I(+gqE+mg)snO = — Ja = — 30, 
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ME goa 


ili za male otklone: 


0 + 


S15h E Je -0. 


Iz toga proizlazi: 


2n ki ml 
E afagran-=Voira: 
(0) ZU (+ qE+mg)l m +qojeo + mg 


Ti, = 0,16s — period titranja kada je pozitivan naboj na gornjoj površini 
T2 =0,31s — period titranja kada je pozitivan naboj na donjoj površini 
T, = 0,20s — kada ploče nisu nabijene. 


2.37. Obrazložite zašto električno nabijeni ebonitni štap privlači sitne koma- 
diće papira koji se nađu u njegovoj blizini. 


b U papiru nema slobodnih elektrona da bi se mogao influencirati električni naboj. Papir je 
dielektrik (g, as 2 do 3), pa se on polarizira u električnom polju nabijena štapa. Jer je to električno 
polje nehomogeno, postoji translacijska sila u smjeru jačeg polja, tj. prema štapu. 


2.38. Unutar pločastog kondenzatora stavimo vrlo tanak metali listić paralelno 
s njegovim armaturama. Listić nije spojen s armaturama. Da li se time ka- 
pacitet kondenzatora promijeni? 


Db Ne. Metalni listić je u svakom slučaju ekvipotencijalna ploha. S obzirom da je listić vrlo tanak, 
on zauzima upravo onaj dio prostora između armatura koji bi i bez njegove prisutnosti bio ekvi- 
potencijalna ploha. Zato prisutnost listića ne mijenja kapacitet kondenzatora. 

Do istog rezultata možemo doči promatrajući metalni listić kao dodatnu armaturu. Tako cijeli 
sistem prelazi u dva serijski spojena kondenzatora. Označivši udaljenost između armatura prvo- 
bitna kondenzatora s d a udaljenost listića od jedne armature s x, za ukupni kapacitet dobivamo: 


11 
2. 
Bu M. odisćE PR de S 
gama na Eros E I “< 
CG" e9(3+g—3) 


"To je upravo i kapacitet prvobitnog kondenzatora. 


2.39. Između armatura pločastog kondenzatora (zrak je dielektrik) razmaknutih 
za d stavimo sloj debljine d/4 nekog dielektrika, odnosno jednako debeli 


sloj metala, paralelno s armaturama. 
a) Ovisi li ukupni kapacitet o mjestu između armatura na koje stavimo taj 
sloj dielektrika? i 
b) U kojem je slučaju ukupni kapacitet veći: kad umetnemo dielektrik 
ili metal? 
Bb 2) Ukupni kapacitet ne ovisi o tome gdje umetnemo dielektrik. To vidimo, na primjer, iz 
ovog razmatranja. Uzinimo da smo sloj dielektrika debljine d/4 umetnuli na udaljenost x od jedne 
armature. 
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Tada se ukupni kapacitet izračuna po pravilu za serijski spoj kapa- 
citeta: 


P_I da ž4 4 (AI - 
z-ataetas+e+l +)| - 
1+ 3e 


đ 


S de 


U rezultatu vidimo da kapacitet ne ovisi o x. 


b) Veći ukupni kapacitet dobijemo kad umetnemo sloj metala, jer za 
metal € > o, 


Kad je umetnut dielektrik, kapacitet je: 


S  4e 
PBa 
i S 4 
Za umetnuti metal € = Cu Se 
Cu __ 1 + 3e 
Cp 3E Za 


2.40. Kondenzator kapaciteta GC, = 3 uF nabijen je do razlike potencijala U, = 
= 300 V i spojen je s kondenzatorom kapaciteta C, = 2uF razlike poten- 
cijala U, = 200 V. 

Izračunajte promjenu energije i razliku potencijala ako kapacitete spojimo 
paralelno, i to spajajući: 

a) istoimene polove; 

b) raznoimene polove. 

Objasnite zašto se mijenja energija. Izračunajte koliko se naboja prenese 
pri spajanju. 


—> a) Ukupan kapacitet nakon spajanja je C = €, + C,, a naboj > 
Q=0Q,+0Q pa je: 
_Q+Q0_ CiU,+eC2U, 


= = = 260 V 
U Ci + C2 Ci + GC, 
-dlcu:- 4 2_1 2 —OC2 (U )2=-6:10- 
AW, = 3 CU; 3 C, Uf 5 C,Ui= 2(C, + cg U,)? = —6:10-*]. 
Energija se smanjuje zbog preraspodjele naboja. 
Promjena naboja na xonuenzatoru C, iznosi: 
CU, +C»2U, C,C2(U, — U» 
Aq=CiU, — —————> = ———— > = 120 uC 
: Gilu Ci + C2 Ci C, + s 
C,U, — C2U, 
U =————> = 
b) b CIGO, 100 V 
1 1 1 C,C2 š 
= Ta že sa de ote ee > Ea “ 3 
AW, 5 CUZ 3 C,Uf 3 C,UžŽ EIC) rog: + U) 150 + 10-21 
= C,U, — C2U2 — _ CiC2 (U, + U) __ 
Aq = C,U, C, jja € C, = PORE, jE C, i: 600 uC. 


U slučaju b) smanjenje energije je veće jer je prenešeno više naboja. 
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2.41. Tri kondenzatora kapaciteta C, =2 nF, C, =4 nF i Czg =8 nF spoje 
se u seriju. Probojni napon svakog od njih je U, = 6000 V. 
Koliki je napon i naboj na svakom od njih ako se taj sklop veže za bateriju 
napona: 


2) U, = 7000 V i 
b) U, = 14000 V? 


> 2) Ukupni kapacitet toga sklopa je € = EEIČO CEC = 5 nF 


Budući da su spojeni u seriju, naboj na svakom od kondenzatora je: 
Q, = CU, = 8 + 10-5C = 8 uC. 


Napon na pojedinom kondenzatoru je: 
U, = E. — 4000 V U, = E — 2000 V U, = — = 1000 V. 


b) U ovom slučaju naboj na pojedinom kondenzatoru bio bi: 


O, = CU, = 16 uC, pa za napone na pojedinim kondenzatorima izlaze dvostruko veće vrijednosti. 
No, to je nemoguće, jer dolazi do proboja na prvom kondenzatoru, a zatim na drugom i trećem. 


2.42. Za koliko se promijeni energija elektrostatskog 
polja, ako u pločasti kondenzator razmaka d i 
dužine / nabijenog na razliku potencijala U sta- 
vimo dielektrik dužine x? Relativna dielektrič- 
nost je e,. Širina ploče je a. 

Kolika sila djeluje na dielektrik? 


B> Potencijalna energija sadržana u kondenzatoru je: 


pad 
Fr: 


1 nad S 
We = 3 Co U?, gdje je Co = £0-T = 69 
Kada stavimo dielektrik u dio kondenzatora dužine x, naboj na kondenzatoru se ne promijeni. 
Cijeli sistem tada možemo shvatiti kao dva paralelno spojena kondenzatora budući da imaju za- 
jedničke ploče (ekvipotencijalne plohe). Prema tome: 


_10Q_1 U? C4 
M5 ea ax al — x) 
€0&£:—7 + €o 
*“d đ 
Promjena energije je: 
2 = 
W(x)— Wo = — 1 Užal x(& — 1) 


2 Ta—h)x+i 


Za kvazistacionarne promjene vrijedi: A, + Ay = A W,, gdje je A, rad vanjske sile (A, == — Ay), 
A, — rad izvora elektromotornog napona, A W, — promjena potencijalne energije. A, je rad sile 
unutar sistema. To je u našem slučaju sila između naboja na pločama kondenzatora i induciranog 
naboja na površini dielektrika. Služeći se definicijskom relacijom za rad i uvažavajući A, = 


izračunajmo tu silu: 


F= dV _ 1 ga fodi? &—1 
dx 2 d [(&—1Dx +1? 


135 


men repna! E on PPP AR POPE RR TE TIT JVP AV TČA TATAEA 


nr zine 


Vidimo da se energija smanjila zbog toga što se dio energije potrošio na polarizaciju dielektrika. 
To znači da je energetski povoljnija situacija (sistem teži minimumu energije) kad je sed dio 
dielektrika u kondenzatoru. 


2.43. Riješite prethodni zadatak u slučaju da je kondenzator vezan na izvor elek- 
tromotornog napona, koja daje stalnu razliku potencijala između obloga kon- 
denzatora. 


> U prethodnom zadatku stavljanjem dielektrika promijenila se razlika potencijala, a naboj je 
ostao isti, Sada je razlika potencijala prije i poslije stavljanja dielektrika ista, a naboj na oblogama 
se mijenja. Stavljanjem dielektrika dužine x kapacitet se poveća: 


(l1— xa 


, ax 
C=e&8&-7 + I 


=Co+E&(6 — DE. 
Prema tome, promjena energije je: 
W()— Wo = Z CU: — S Glumi Seo (&— Du. 
U ovom slučaju izvor vrši rad UdQ da bi dovođenjem naboja održao razliku potencijala, pa 
imamo (koristimo izraz W (x) = 5 Q (x) u): 


_ EME u SE d W(x) Eo(r— 1)4 ,,2 
re dx ax : 2d ti 


2.44. Pločasti kondenzator ima širinu i dužinu ploča L, a razmak među pločama d. 
U njega je stavljen materijal kome se relativna dielektričnost mijenja linearno 


po dužini kondenzatora od vrijednosti a do : a. 


Koliki je kapacitet toga kondenzatora? 


> Kondenzator možemo podijeliti na N (N —> oo) malih kondenzatora širine Ax. Oni su u para- 
jelnomu spoju jer su im obloge na istom potencijalu: 


L 
C Sali Zoe ZegEa = (Ae) = | Eo(a— Ea dx = Soke (az — S v12) = 
Ax+0 2x0 0 
_ 74912 _ aeoL? Ladan 
has uci 0,875 dq > gdje je 6 =. L Prema uvjetu zadatka. 


Riješite ovaj zadatak primjenom definicione relacije za kapacitet (vidi slijedeći zadatak)! 


2,45. Riješite prethodni zadatak ako se relativna dielektričnost mijenja linearno 


od vrijednosti a na jednoj plohi pa do E a na drugoj plohi kondenzatora. 
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—> Kondenzator podijelimo na N, (N —> oo) malih konden- 
zatora debljine Ax-> 0. Oni su paralelni s plohama kon- 
denzatora, pa možemo uzeti da se relativna dielektričnost 
ne mijenja unutar Ax. Ti kondenzatori vezani su u seriju 
te vrijedi: 


& (x) =a— bx 


d 


1 : 
N>oi=1 “No £0 &,L 
ii: 6x0 AG 
€obL? 1 del? 
o a eo 


ma e a m a 
c zlim 2 a =dlim z—Jaa—boLi e oblia—bd 


| 


> 
“e 


I 


1 a 


Taj rezultat možemo izvesti na osnovi definicijske relacije za, + 
kapacitet: C = QJU, gdje je U razlika potencijala između gornje 
i donje ploče kondenzatora. Električno polje izračunati ćemo po- 
moću Gaussova zakona pri čemu ćemo za rješavanje površinskog 


integrala uzeti zatvorenu površinu skiciranu na slici: sira ks di 
| 
5.06 ri 
PDaS = [DaS=DS-&(a—bWES—Q “g 
S S 
S 
a. ro m! 
£0(q—bx) S 
S : O dx O | | 
o par E = B6.1 04 fo 
is | žd I zeoss PE M le 
D I | 
| 1 
| 
2 | 
C= &€o_L — 0,869 £02E | 
n 2 d =; 
a — bd S=U 


2.46. Promjenljivi kondenzator spojen je u krug s baterijom elektromotornog na- 
pona U,. Početne vrijednosti kapaciteta i naboja kondenzatora neka su Cai Qg. 


Neka se kapacitet C mijenja tako da struja u krugu 


bude stalna. 


Izračunajte: 
a) snagu koju daje baterija; 


ce 


b) vremensku promjenu energije pohranjene u kon- 
denzatoru. Usporedite gornje dvije veličine i objas- 


nite rezultat. 


U 


Hh 
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o... SR A ov aji 


pokatok akan 


b- a) Stalna struja jakosti I je struja nabijanja (odnosno izbijanja) kondenzatora kada C raste 
(odnosno pada). 


b) P=UI 
_0_o1_2U 
MO 2 2 


dW_Ue,d0_U.I 

đa 2 đ&_ 2: 
c) Vremenska promjena energije kondenzatora dvaput je manja od snage koju daje elektromotorni 
napon Ue. To je na prvi pogled čudno. Međutim, krug prikazan na slici nije zatvoren sistem. Treba 
još uključiti i vanjski utjecaj zbog kojeg se mijenja kapacitet kondenzatora. Dakle, razlika energije, 
odnosno snage, između a) i b) utrošena je na rad koji kondenzator obavlja nasuprot vanjskom 
uzroku promjene, kapaciteta, tj. na otpor promjeni kapaciteta. 


2.47. Koliki je kapacitet kuglastog kondenzatora unutarnjeg polumjera R, =2 
cm i vanjskog R2 = 5 cm, ako je uzemljena: 


a) unutarnja obloga; 
b) vanjska obloga kondenzatora 


> Potencijal unutarnje kugle izračunamo prema definiciji (uz pretpostavku da je unutrašnja kugla 
nabijena nabojem Q,, a vanjska nabojem Q>): 


f: 110,+0,) "o Q,Q 

_--_[(Fdg=- Wire2)1,_ Liu pisi 2 
9.= [žd- x[ za dr JET (m +8:). 
co co R2 


Na isti način izračunamo potencijal vanjske kugle: 


Q,+0Q 
=k 
P2 R2 
a) P1 = 0, slijedi: O _ _ R 
Q, Ri 
2 
Ce 22 areg —L2P2__ 2 dg eg si = 0,93 10-11 F. 
P2— Pi P2 o (1+ 5:) R2—R, 
: Q, 
b) 02 = 0, slijedi: Q, = — Q2. 
O O, R,R2 - 
pei e ot e ERI > = 0,37 10-"F. 
P2—P—PY PUR=R,o 0 


2.48. Kuglasti kondenzator A polumjera obloga R, =0,1 mi R', =0,15 m, na- 
bijen je nabojem q, =10.10-5 C. Kuglasti kondenzator B polumjera 
R,=02miRi =0,25 m ima naboj g» = 5 + 1075 C. 
a) Koliki je gubitak energije AW ako se unutarnje kugle međusobno spoje 
vodljivom žicom, ako su na njima istoimeni naboji? 

b) Koliki su naboji na kondenzatoru A i B nakon spajanja? 
.c) Koliki je napon nakon spajanja? 
Vanjski oblog kondenzatora je uzemljen. 
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B> Nakon spajanja potencijali na vanjskim i unutarnjim sferama su isti, pa je prema tome spoj 
paralelan: 


a) AW =: 1 (di + q2)* Še 1 (€ + £) gdje su: 


2 C,+cC, 2\C,__ C2 
Ri,Ri 1 Žič RaR2 10 u 
= ka . poe = . 10-2%E 
C, dne, g; R, 3 10 F; C, 460 3; R, 9 1 


AW = — 0,834]. 


f2 o da +q2 ag E -6rm. =. di +2 i m _6 
b) qr =C,r0, 0:7 3:46 10-5 C; đ=GF6,02 7 1154 10-$ C 


" _41+902 _ ge _ . 114 
c) Uj Ere U2 = 10,4 10+v. 


2.49. Dvije međusobno spojene metalne kugle nalaze se na velikoj udaljenosti 
jedna od druge i nabijene su nabojem Q ==15. 10-5% C. Zatim se oko 
kugle polumjera r, =1 cm stavi u- 
zemljena šuplja kugla polumjera R = 
4 cm tako da ne dodiruje vodič A. 
Koliki će pri tome naboj proteći vo- 
dičem A? 

Polumjer druge kugle je 12 =3 cm. 
Kapacitet vodiča A zanemarite. 


B Budući da su kugle spojene, one predstavljaju ekvipotencijalne plohe, i uz pretpostavku ' 
A > T12> 72 imamo: 


=—_Lš4u__1_ 82. = 
Pi" P2 4nčo ri  dReo Ta * 4+a=0 
Iz čega proizlazi: _ On, __ 212 
47 nar, nr 


Izračunajmo potencijal prve kugle nakon što smo oko nje stavili koncentričnu uzemljenu sferu: 


: fi ti E fi > = đ Ča 
+. - o OMA qi To a 1 € _ 
p.- -JEd-- ŽE ps) noi 4neg) 12 
oo R R 


Ponovno vrijedi: 


#£_ qi L-sl- "= q2 sko LA 
Pi drey ra R 92 menia Q 


al > Or, R E ai e OQra(R—r, 
1 mR+m(R—rd? *" mR+rn(R—rn) 
Aq=q-q 
ira 
Aq = = 0,86 + 10-5C. 


(ru +r2)l[R(rti+r2)—rir2] 
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2.50. Kad električki neutralnu metalnu kuglu B dodirnemo metlanom kuglom 
A ukupnog naboja O, te prekinemo dodir ustanovimo da ukupni naboj kugle 
B iznosi O,. Isti postupak ponovimo po volji mnogo puta, a kugli A svaki 
put nakon prekidanja dodira nadoknadimo naboj, tj. prije svakog novog dodira 
== O, = 0. 
Pitamo se kolikim maksimalnim nabojem možemo na taj način nabiti kuglu B. 
a) Bez računanja pokušajte odrediti je li moguće da je (Op)maks > Qo- 


b) Nađite izraz (Op)maks =/(Q9, Q,). 
c) Izračunajte (Op)naks ako je Oy == 10-* C, dok za O, uzmite tri različite 
vrijednosti: 10-% C, 5 . 10-$ C, odnosno 9 . 10-$ C. 


7 P> a Moguće je, ako je kapacitet kugle B veći. 


b) Dodirivanjem se potencijali obiju kugla izjednače. Iz definicije kapaciteta proizlazi da se tada 
naboj raspodjeli po kuglama tako da je: 


Omjer kapaciteta odredi iz početnih uvjeta nakon prvog kontakta Qs = Qi QA =Q—Q. 
Prema tome je : 
ća fu. 

Ca -%-2A' 

Ako cijeli postupak ponavljamo dovoljno puta, očito je da Q, teži prema Qo. Prema tome je: 

(Dooma > Qo “Zoo: 

O) (Qo)nacs = 11 > 10-$ C, 10-5 C, odnosno 9 + 10-5 C. Drugi rezultat odgovara slučaju kada 
JE UA = UB. 


2.51. Pločasti kondenzator stavljen je u praznu čašu i spojen na 
bateriju, U = 12 V. Površina ploča je S = 100 cm? a 
razmak među pločama je d = 1 mm. 

Odredite količinu naboja, razliku potencijala i energiju 
sadržanu u kondenzatoru u dva siučaja: 
a) prekidač A se otvori pa se čaša napuni transforma- 

: torskim uljem, €, = 2,2; 

b) prvo se čaša napuni transformatorskim uljem pa se 

prekidač otvori. 


| 
ZI 1 diše 


P> a) U tom slučaju naboj ostaje isti kao i prije dolijevanja transformator- 
skog ulja, a napon se smanji za €,. : : 


Q, = CU -25U= 0,106 + 1078 C 


Wa a < Q, U, == 0,289 a 10-57. 
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b) U tom slučaju napon ostaje isti a naboj se poveća: 
Qg = CU = €, CU = 0,2332 + 10-% C 
Uxg = 12 V 


We = Z 0% Up = 1;399 + 10-5 J 


_lou=ilcu=dle5uUu: = . 10-8 


W.4 — energija sadržana u kondenzatoru kada nema dielektrika. 


U prvom slučaju energija se smanji jer dio energije služi za usmjeravanje molekula transforma- 
torskog ulja. U drugom slučaju energiju za taj rad i za održavanje istog napona daje baterija do- 
vodeći naboj na obloge kondenzatora, 


2.52. Kod tzv. elektronskog topa elektroni izlijeću iz katode i ubrzavaju se elek- 
tričnim poljem između katode i anode. Takav uređaj, ako je veće snage, 
može služiti za taljenje specijalnih metala s visokim talištem, pa se često 
upotrebljava za naparivanje tankih slojeva i za fino zavarivanje specijalnih 
metala. 

Jedan model elektronskog topa tvrtke »Varian« ima ove karakteristike: Raz- 
lika potencijala između katode i anode je 4 kV ; za 1 minutu emitira sena 2. 
. 102% elektrona od kojih oko 97%, stigne na metu; oko 1% energije izgubi 
se na rendgensko zračenje, sekundarnu emisiju, itd. 

a) Izračunajte korisnu snagu tog uređaja. 

b) Koje su prednosti takvog načina zavarivanja pred klasičnim načinom? 


bh )I= ZI u 0,533A 


P= UT = ŽZEW = 2,133 kW 


Pa = 0,96 P = 2,048 kW. 
b) Bitne prednosti: 


— veća lokalna snaga (sva je snaga koncentrirana na vrlo mali dio površine, npr. standardnim 
načinom nije moguće zavarivati molibden i volfram; 

— lokalno zavarivanje (fini detalji); 

— sve se provodi u vakuumu, pa se ne stvaraju oksidi. 


2.53. Dvije paralelno postavljene metalne ploče A i B 
spojene su s baterijom. Između njih stavimo pozitiv- 
no nabijenu metalnu kuglu C, ovješenu na nit od 
izolatora. 


a) Kakvo će gibanje izvoditi kugla ako je nit veoma 
dugačka ? 

b) Odkud joj energija za to gibanje? 

c) Da li će krugom teći struja? 

d) Kad će se kugla zaustaviti? 
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B a) Kugla se giba najprije u smjeru polja. Kad dotakne ploču B, nabije se negativno pa se dalje 
giba protivno smjeru polja. Kad dotakne ploču A, nabije se pozitivno pa se opet počinje gibati 
u smjeru polja itd. Dakle, kugla se naizmjenice giba od jedne ploče do druge, i to uvijek na isti 
način, 

b) Energiju daje baterija, ' 

Cc) Da. Svaki put kad kugla dotakne jednu ploču, ona joj preda neku količinu naboja. Smjer struje 
je određen smjerom elektromotornog napona, tj. predznakom naboja na pločama. 

d) Kugla se zaustavi nakon što se sasvim istroši baterija. 


2.54. Dvije metalne kugle polumjera r, =2 cm i 
r» = 4 cm odvojene su za R = 100 cm i spo- 
jene na bateriju elektromotornog napona U. 
== 300 V. Kolika je sila između kugla? 


Zanemarite dovodne žice. 


B> Ako pretpostavimo da je R > ry> 7», tj. da su naboji 
još sfernosimetrično raspodijeljeni, imamo: 


U, = bo = (#2427) - (kaJ eno (+7), 


gdje je uzeta u obzir navedena pretpostavka i: Q, -+ O» = 0, pa dobivamo: 


VE a Ue TiT2 
IQ = 10 = ge TRE: 
Prema tome: 
F=00__ Uči  _1,78:10-*N. 


RO ZRGrnjE 


Da smo uzeli u obzir i drugi član u razvoju potencijala koji još uvijek pretpostavlja sferno simetričnu 
raspodjelu, dobili bismo nešto veću vrijednost. 


2.55. Kakav je odnos (po veličini) elektromotornog napona i napona na priključnica- 
ma izvora elektromotornog napona? 


B U normalnim uvjetima tj. kada je smjer struje određen smjerom promatranog elektromotornog 
napona elektromotorni napon je uvijek veći od napona na priključcima, i to za pad napona na unu- 
tarnjem otporu izvora elektromotornog napona. 

Međutim, može biti i obrnuto: ako djeluje neki drugi, veći elektromotorni napon. Na primjer za 
vrijeme punjenja akumulatora napon na njegovim priključcima veći je od njegovog vlastitog elek- 
tromotornog napona. 


2.56. Bridovi kocke predstavljaju jednake električne 
otpore R koji su spojeni u uglovima kocke. 
Koliki je otpor: 

a) između dvije točke koje leže na krajevima 
plošne dijagonale kocke (točke A i C na slici) 
b) između dvije točke koje leže na krajevima 


prostorne dijagonale kocke (točke A i D na 
slici)? 


PB 2) Do rezultata najlakše dolazimo tako da u preglednijem 
obliku nacrtamo mrežu otpora. Svaki ucrtani otpor iznosi R. 
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U točkama B,, B2, F, i F2, potencijali su jednaki, pa spojeye B,F , i B2F2 ne crtamo, jer kroz njih 


ne teče struja. Prema zakonu o paralelnom spajanju otpornika dobivamo: 


1 1 1 
Rac 2R Ris r+A ZR 
2R ' 2R 
3R 
Rac = —g-: 


Drugi način rješavanja zadatka moguć je primjenom Kirchoffovih pravila, 


Primjenom 1. Kirchoffovog pravila dobivamo: 

I=2y bit» ia =2i3. 
Iz uvjeta da U,c ne ovisi o putu proizlazi: 

' UR =2G2 +i3) R. 

Iz te tri jednadžbe dobijemo sve tri struje: 

tx =31)8, iz =I/4 ta = 1/8. 
Iz uvjeta da U,c ne ovisi o putu proizlazi: 

U,c = IRc=2ijR 


2i1R 3R 
Re=—i- = 


b) 
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I=34%, 


Up = Ši Ri = R13 + iR/6 + iR[3 = 5iR]6 
1 


Rap =. U ,pli =5 RI6. 


2.57. Unutarnji otpor nekog ampermetra iznosi r = 1 £2. Maksimalna struja koju 


može izmjeriti iznosi /=2,5 A. 


Kako taj ampermetar možemo prilagoditi da služi kao voltmetar i da mjeri 


napone do U = 250 V? 


b> Ampermetar ćemo spojiti u seriju s otporom R, a taj spoj u paralelu s elementom na kojem 


želimo izmjeriti razliku potencijala. Mora vrijediti: 


U=IR+T,tj: 
U 250 


2.58. Na slici je prikazan Wheatstoneov most za mjerenje otpora. Mjerimo kada 
kroz galvanometar G ne teče struja. Elektromotorni napon baterije je U, = 


= 4 V, otpor R, = 400 £, R», =300 ARiiR; = 
baterije je zanemariv. 
a) Nađite vrijednost nepoznata otpora. 


b) Odredite struje 14 i Z, u granama mosta 
i ukupnu struju Z iz baterije. 


Cc) Za koje se područje mjerenja otpora može 
upotrijebiti opisani uređaj i zašto? 


b a) Kroz galvanometar ne teče struja ako su razlike poten- 
cijala u točkama A i B jednake, tj. ako je: 


LRi = I.R, 
I,R2 = IZ 


b) Za pojedine grane vrijedi: U=I(R, + R2 
U=1(Rs;+.%) 
l,=5,7 +10A 

I, = 38,1 : 10-5A. 


Ukupna struja 1 je 
I=1L +1, =43,8.10-?A = 43,8 mA. 


60 (2. Unutarnji otpor 


Cc) Uređaj se može upotrijebiti za otpore koji nisu suviše maleni. Naime, prikazani uređaj mjeri 
ukupni otpor grana, tj. i otpor dovodnih žica kojima su otpori od R, do 2X spojeni. Uvjet je da 
otpor dovodnih žica bude mnogo manji od bilo kojeg otpora u krugu, Uređaj nije prikladan ni 
za vilo velike otpore, jer je tada potreban izvor visokog elektromotornog napona. 
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2.59. Tri žarulje s oznakama 60 W, 80 W 1 100 W spojene su serijski u električnu 
mrežu (220 V). Koja od njih svijetli najjače? 


> Najjače svijetli žarulja od 60 W. Naime, svakom žaruljom prolazi jednaka struja, pa se najveća 
snaga razvija na žarulji najvećeg otpora. 
Pi = Ri = Pi+P+P:s 


R:+R2+Rs 


Električni otpor žarulje obrnuto je proporcionalan naznačenoj snazi, jer je P = U?|/R, tj. najveći 
električni otpor ima žarulja od 60 W. 


Ri, 


2.60. Karakteristika idealne tinjalice dana je s: 


pis w\zaU<U, 
.=| 0za U>U,, 


gdje je R, unutarnji otpor_tinjalice, U 
napon na tinjalici, a U, napon paljenja 
tinjalice. 

Ako tu tinjalicu spojimo prema zadanoj shemi, koliki mora biti otpor R da 
bi tinjalica zasvijetlila svake sekunde. 


Zadano: U, =2UiC=I1uF. 


\> Tinjalica će zasvijetliti kada napon na kondenzatoru bude jednak U,. Promjenu napona na 
kondenzatoru dobit ćemo iz jednadžbe za RC-krug: 


Uz uvjet da je za £ -> oo naboj na kondenzatoru e. E: rješenje te diferencijalne jednadžbe 
dano je sa: 


QA) =UC(1 — 2 RC), ii UG) =U,1— e 76), 


Iz te jednadžbe izračunati ćemo R ako je: U (t) = U,: 


R=->—-———— =1,44 M9 


U, 


Nakon što se napon na kondenzatoru, odnosno tinjalici poveća na U,, dolazi do proboja, te ti- 
njalica zasvijetli. Kondenzator se brzo izbije kroz tinjalicu (Ry = 0), te napon padne na nulu 1 
prestane svijetljenje. Poslije počinje ponovno nabijanje. 


2,61. Na slici je prikazana pojednostavljena . 


shema telegrafa. Aparat A (printer) ko- ' 

risti energiju iz izvora E,, koji se uk- 

ljučuje pomoću releja R. Taj dio tele- E 

grafa nalazi se u mjestu koje prima Ko E, R A 
poruku. U mjestu odakle se šalje poruka —-—- 


nalazi se prekidač K (taster) pomoću 
kojeg se uključuje relej (stvaranjem mag- 
netskog polja u solenoidu —- elektro- 
magnetu). 
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pank dete ro 


Za koje vrijeme # počinje aparat A raditi nakon zatvaranja prekidača K? 
Zadano: R = 60 2, otpor solenoida i dovodne žice; L = 5,5 H, induktivitet 
solenoida; U, = 100 V, napon baterije koja daje struju; € =0,4 A, struja 
koja je potrebna da bi relej počeo djelovati. 


Bb Zbog postojanja induktiviteta u krugu, struja neće trenutno doseći maksimalnu vrijednost 
UgIR. Promjenu struje s vremenom dobit ćemo iz jednadžbe RL-kruga; zbroj padova napona na 
elementima kruga jednak je elektromotornoj sili u krugu: 


: di 
Ri+1l== Ue 


Uz uvjet da za t—> co struja poprima maksimalnu vri- 
jednost, rješenje te diferencijalne jednadžbe dano je sa: K U R 


R 
id = E [1 = ci" a 
Uvrštavanjem zadanih vrijednosti #() =: dobivamo 


t=0,025s. 


2.62. Dugački koaksijalni kabel sastoji se od dva koncentrična vodiča. Unutarnji 
vodič je puni cilindar polumjera R,, a vanjski je vodič šuplji cilindar unutar- 
njeg polumjera R, i vanjskog polumjera R3. Kroz ta dva vodiča teče po iznosu 
jednaka a po smjeru protivna struja I (presjek je prikazan na slici). U svakom 
vodiču posebno gustoća struje je homogena po pre- 
sjeku. 

Odredite magnetsku indukciju B za ove dijelove 
prostora: 

a) unutar centralnog vodiča (r < R,); 

b) u prostoru između dva vodiča (Ri; <r< R,); 


C) unutar vanjskog voodiča (R2 <r < Ra); 
d) izvan koaksijalnog kabla (r > R2). 


> Upotrebljavamo osnovne jednadžbe magnetostatike: V x B = ] J, odnosno $ B . ds = 


= a J . dS (== = ko), Iz prve jednadžbe vidimo direktno smjer od B. Kao krivulju 
0 o 


integracije I' (koja zatvara površinu S) uzimamo kružnicu polumjera r 
a) En E | Z 
B nr = F2) pa R7 Jr 
Ir 


A 2 € 62R7' 


b) Djeluje samo unutarnji vodič, tj. ona struja koja se nalazi unutar granica integracije. Rezultat 
je isti, kao i za žicu: , 

a ge 

“ 2megežr * 
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] I I 
) = 2 [RIE ere 2_ R2 
e) B 2ar I [m Rin RIZRĐa (r R#) | 
I R—r 


“Zane ri(RE— RR) 


d) Doprinosi od + Zi — Ise poništavaju, B = 0. 


2.63. Uzduž dugačke metalne šipke polumjera R izbušena je cilindrična rupa 
polumjera a. Osi šipke i rupe su paralelne i razmaknute za d(d < R —a). 
Šipkom teče struja gustoće J, homogena po presjeku. 

Kolika je magnetska indukcija na osi rupe, daleko od krajeva šipke? 


D> Možemo uzeti da se stvarna gustoća struje sastoji od dva člana: gustoće struje (-+ J) kroz cijeli 
presjek, zajedno s rupom, i gustoće (—J) unutar rupe. Primjenom jednadžbi magnetostatike: 


1 > > > 1 > > 
: J, odnosno: PB + ds= —z; | J + dS 
€o€ EoC ž 

T 


+ 


VxB= 


dobivamo da je efekt u centru rupe od struje (—J) jednak nuli. Os- 
taje nam samo doprinos od (-+-J). Kao krivulju integracije I' oda- 
beremo kružnicu polumjera d sa središtem na osi šipke. Proizlazi: 


B2ad = —l5 J d2n 
£oC 


_ Jd 
ši 2e€ oc? 


Ixd 


Be 2Ewe2 * 


2.64. Nađite energiju magnetskog polja unutar vodiča dužine / = im kojim teče 
struja / = 10 A. Polumjer žice je R = 1 mm, a gustoća struje je jednolika. 


B> Način promjene magnetskog polja unutar žice naći ćemo pomoću Ampčreova zakona: 


I B.di=u,[J-as. 
Integriramo po kružnici polumjera r, te zbog simetrije problema imamo: 
irž a 
Har moa ko Ria 


. r 
B=miiRn 


Energija magnetskog polja dana je izrazom: 


i! R 
poe ž 1 M12 [ Ž _ Moi] .R 
We- 30) 8 dV = —> = | r2 2nr drdz = ARE 4 m 
00 


121 SE 
Wa = moqgz 2591 10-*]. 
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2.65. Beskonačni vodič, kojim teče struja € = 20 A savinut 
je pod pravim kutom tako da polumjer zakrivljenja 
R =10 cm. Kolika je magnetska indukcija u točki 


O? o 
Bu 
bs 
b B=B.+B+B.=(B,+B,+B)k 
> > Mot[dIxX To _ uo je vk 
B.=B.=% | 12 4 12? a 
ro. 
7 
= m2 Le lp 
_ uof 2 _ Mol > e l 
ZR sin O dO k = 255 k 26 | 
o X 
o S _— —e 
l z 
gal is 
B. Mo? X fo __Bot_,[: ie mai 
B,= | Š mao | snoai- 5 a0 
o 
m/2 Rdo 
_ 7-40? _ Uo! = di= 
= ik] do= SR" Ca sin O 
o 
Eno 
Fr 
_ Uof MV . 107 T= KE Ona 
B=4R (2+ 5) - mu 10-? T= 71,4 pT = 


PET ETETERET 


2.66. Kroz dva paralelna beskonačno duga vodiča teku 
struje tr =0,12A 12, =0,09 A. 
Kolika je magnetska indukcija B u točki T, koja 
je udaljena za a =9 cm od vodiča? Razmak među 
vodičima je 2 c = 10 cm. 


> Magnetska indukcija beskonačno dugog vodiča po iznosu je: 


_ Mol 
2mr “ 
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di di=RdY 
T 
A 
\ 
/\ 
/ \ 
/ \ 
a/ \g 
A , 
/ \ 
ka 
eee LmAE 


A EL EMI 


Smjer je tangencijalan na kružnicu polumjera r, kojoj je središte u vodiču, a orijentacija je određena 
prema pravilu desnog vijka. Prema tome: 


x-08: B, = 52 sin a — Sr sin a; 
2 
sina = Va doe 0,832 
9-08: B, = — SE cosa Sea sa; 


cosa=“= 0,556 
a 


B, = 0,55 + 10-7T 


B, = — 2,59 + 10-7 T; 
B = 2,65 +10-7T. 


2.67. Četiri dugačke, međusobno paralelne žice 
smještene su tako da presjeci žica s y 
ravninom na njih okomitom leže u vrho- 
vima kvadrata stranice a =1m. Kroz 
svaku žicu teče istosmjerna struja I = 1 92 
= 1A. Smjerovi struja dani su na slici. 


a) Odredite magnetsku indukciju B u 
središtu kvadrata. 


b) Kolika sila djeluje na  jediničnu x 
duljinu gornjeg desnog vodiča (vodič 3 4 
broj 2 na slici)? 


a) Iz Maxwellove jednadžbe magnetostatike 


*Be— 
€o€ 


<+:vy 


J dobivamo preko Stokesovog teorema: 


2 
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Odatle izlazi izraz za magnetsku indukciju oko ravnog vodiča kojim teče struja: 


Ijo X er 


Bu 2 €4 c2r 


KI 
gdje je Ma jedinični vektor u smjeru gustoće struje, a 2, jedinični vektor u smjeru od vodiča do točke 
u kojoj tražimo B (u ravnini okomitoj na vodič). 
Doprinos iznosu magnetske indukcije u centru kvadrata isti je za svaki vodič, (r = aV 212), al 
su smjerovi različiti. ' 

IV2 


IB,I =1B»2| = IBs| =1|B4] = 2nep ža? 


> > 


B=B:;+B2+8B3+Bu 
Ako uzmemo osi x i y kao na slici, izlazi: 


B,=0, Bei Br dPjeds= = Ze —8-:10-7T. 
TE €Za 


b) Iz Lorentzova zakona F =4q (E + ni X B) dobivamo u odsutnosti električnog polja: 


-> > 


=), X B= f. U našem slučaju promatramo silu na vodič 2, pa sliiedi: 


eli 


fI=1, (f)a x (8, + B, + B.) 
Magnetsku indukciju tražimo u položaju vodiča 2. 


I 


B B 
IBi| = | U Zre,aa 


=Bo=2-10-7T 


IBsl = Bo V2)2 
B,= — Ba + B:3 cos 45“ == Bo]2 


B;j=—B,—B,cos45= —38B,/2 
€1 e 63 

ZL, 6 0 I|_1Boe(- > 

f _Bo_3Bo0 0 3 Ga — e) 
2 2 


-_> 


f=(38 — €) 10-7Nm-: 
ha=3:10-7Nm-! 
f,= — 10-7Nm-1. 


2.68. Nađite magnetsku indukciju žice, koja je savinuta u obliku pravilnog šes- 
terokuta, u središtu šesterokuta. Žicom teče struja # == 10 A. Stranica šes- 
terokuta a = 20 cm. 


Koliko bi bilo polje kada bi taj šesterokut oblikovali u prsten? 
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82 
Boa Es , [= dx le ki | na kre | sin 0 dO = ze 5 (098, — cos 0,)k. 
Bi 
A 
l 
— $ =cg09 —=sino 
bdo 
dea sinž & 
U našem slučaju bit će: 
Moi * 2 
B=12B,=12-5 5,055 = 34,6 uT 
3 4naV 3 3 a 
Lako je vidjeti da je: (vidi zadatak 2.71) 
m | m. sme 
B=2%72 (Zaln) I ET 


2.69. Kvadratičnom petljom stranice a = 20 cm teče struja 
i=0,1 A. Odredite iznos i smjer magnetske induk- 
cije u točki T, koja je za a/2 udaljena od jedne stra- 
nice petlje, a nalazi se na osi simetrije i u ravnini 
petlje. 


B> Prema relaciji iz prošlog zadatka, možemo izračunati doprinose pojedinih dijelova, time da 
odaberemo, kao pozitivan smjer polja, smjer, koji je okomit na ravninu petije.i gleda prema van: 


B = Bas — Bec Kud BpA ar Boo 


gdje su: 
_ _Z4o = #0 i. V2 
BRANA Aza 2V2 
Lo ko _i 2 V10 
Boe = dr i kak revisi (15. 


B=072-10-7T 
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rme m? a nm on a O OT POVO EROS GPPLSRPČNNJ 


2.70. Kolika je magnetska indukcija koju daje kvadratična petlja iz prethodnog 
zadatka u točki na simetrali okomitoj na ravninu petlje a na udaljenosti a/2 
od te ravnine? 


A Doprinos magnetskoj indukciji svake stranice iznosi: 


Bjetčnag=te a 


dmr zna Vo * 


Zbog simetrije problema neće se poništavati samo 
komponente magnetske indukcije koje su u smjeru osi 
simetrije: 


a|2 V3 
3 


Q==—jtić 
Pai Vr? + (a/2)? 
/2 = 
- LE zi r=a/ V 2. 


B=4B,cosa=#ff 


naje 
ma/3 


2,31 + 1077 T. 


cos a = 


2.71. Kružnom petljom polumjera a = 10 cm teče struja / = 0,2 A. Kako se mijenja 
magnetska indukcija uzduž osi simetrije te petlje? 
Na koju udaljenost d moramo postaviti istu takvu petlju, a u ravnini paralel- 
noj s ravninom prve petlje i središtem na zajedničkoj osi simetrije da bi in- 
dukcija na polovištu te udaljenosti bila ista kao i u središtu samo jedne pe- 
tlje? Koji smjer struje mora biti u drugoj petlji s obzirom na prvu? 


B> Magnetsku indukciju jedne petlje na osi simetrije izračunat ćemo pomoću Biot-Savartova za- 
kona. Uočimo da se ne poništava jedino s-komponenta doprinosa magnetskoj indukciji pojedinih 


mA 
elemenata struje 1dž. 


ho Peto) Sa m 


dB, = dB cos 0 = 42 s 


_ Mol cos &d7 
“4 1? 
BE - rose [ _ zol a 
B, = [as CE d4rrr2 di= 2 (22 + a2)3/2* 


Magnetska indukcija dviju međusobno paralelnih koaksijalnih petlji 
razmaknutih za d duž osi simetrije određuje se zbrojem ukoliko su 
struje u istom smislu: 


2 


2 až 


Pe uol a = 
B= 2 iza -- a2]"/2 + [(z E d)? + a2]2/? ) £ 


Iz uvjeta zadatka dobivamo: 
3 
d= Viva —1a =1,533a = 15,33 cm. 
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2.72. Na krajevima Štapa dužine ZL nalaze se 
naboji gq i —g. Štap je nagnut pod 
kutom O prema y-osi (nalazi se u xy- 
ravnini) i giba se brzinom v duž y-osi. 
Koliki moment sile obzirom na težište 
djeluje na štap? 


B> Naboj u gibanju možemo shvatiti kao struju pa je prema 
Biot-Savartovu zakonu magnetsko polje od naboja (-H-gq) 
na mjestu naboja (—g) 


Analogno: polje naboja (—q) na mjestu naboja (-bg) je: 


=> Loqo sin& > 
Bia = rerne k). 


To polje interagira s nabojem u gibanju na tom mjestu uzrokujući silu: 


> ara > > Uoqu? sin O > 
F.=NxB=(-qduxXBu=-—"Zr: — 
Sila na naboj (-Hq) bit će: : 
So ozog* u? sinO 2 
nane S 


Te dvije sile daju moment sile u odnosu prema težištu štapa: 


poma m >>, Luoq*v* sin 0 cos 0 > _ uoq? v?sin 20 > 
Me Min ai SE RED“ 
V3eh 


2.73. Poznato je da je vlastiti magnetski moment elektrona » gdje je kh Plan- 


4dzm 
ckova konstanta. 


Pokažite da klasična slika elektrona ne može objasniti ovako veliku vrijednost 
(10-23 J T-). 

Pretpostavite: 1. elektron je građen od jednolike raspodjele naboja e unu- 
tar kugle a polumjera (vidi zadatak 2.27!); 

2. brzina točke na rubu kugle neka bude c (brzina svjetlosti). 


Izračunajte prvo, magnetski moment homogene raspodjele naboja koja se 
nalazi unutar kugle plumjera a i vrti se kutnom brzinom w — klasična slika 
elektrona. 


B> Neka se homogena raspodjela naboja unutar kugle polumjera a vrti tako da je kutna brzina 
& u smjeru y-osi i nalazi se u homogenom magnetskom polju usmjerenom duž osi z. 


Naboj koji rotira ekvivalentan je struji: 
vLAV _ _ rsn0AĐApAr 
At At 


Budući da se ta struja nalazi u magnetskom polju, na takav zamišljeni prsten koji se nalazi na uda- 
> > > 


== ogržsin OAO Ar, 


ljenosti r od ishodišta djeluje moment sile M = 1 S X B: 
or? sin O AO Ar 1"? 2B — ngor* sn? BAĐArB. 
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IONE. 


Ukupan moment sile koji djeluje na zadanu raspodjelu 
naboja dobit ćemo tako da zbrojimo doprinose (integri- 
ramo!) svih momenata sila koji djeluju na zamišljene 
prstenove unutar kugle: 


4z B ea*o 
15 


o, 


TE 
| Boor*n sin3 O dO dr = 
0 


Prema definiciji magnetskog Inomenta (M = u, X B) 
imamo: 


4zeoa* 
Ms 


. aaa : e S 
Uvrštavanjem u gornji izraz da je o = c/a, o = Roo dobivamo: 
3 aš 


M “E = 1,63 + 10-26 < 10-29] T-!, 


Vidimo da, ako se poslužimo klasičnom slikom elektrona i pretpostavivši čak i tako brzu vrtnju 
elektrona, ne možemo dobiti dovoljno veliki magnetski moment. 


2.74. Naboj (-+- q) giba se brzinom v uzduž 
y-osi. U trenutku £ =0 nalazio se u +q ife oo BE 
ishodištu. Na udaljenosti / od ishodišta 
na osi x nalazi se metalni prsten zane- 
mariva polumjera r < /. Površina prstena 
nalazi se u Xx—y ravnini. 

a) Odredite inducirani elektromotorni na- 
pon u prstenu. 


b) Odredite smjer inducirane struje. 


re 
L4 


> o 


B a) Magnetsko polje u točki A u nekom trenutku £ ho) q FK 


izračunamo pomoću Biot-Savartova zakona uzimajući sr 8) 
plate > 1 Va 
id/ =gdi/dt = qu. i h 


2 
i 
i 


| 
| 
P4 
_> > . i rR 
x in O > rs £ 
HoQ(V X ro) _ Moqv Sin -%) u S 


TE R2 4n (12 + 0212) 


2 Loqui e 
B— a (f rvžijra CS 
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Inđducirani elektromotorni napon u prstenu (smatramo da se magnetsko polje mnogo ne mijenja 
uzduž površine prstena zbog pretpostavke r << 7) izračunat ćemo pomoću Faradayeva zakona: 


__d0__4(B:S) dB 3Zuogočlržt 
Pee rama a E ZOVE 


b) Prema Lenzovu: pravilu (»Inducirani elektromotorni napon ima takav smjer koji se Ssuprot- 
stavlja promjeni, koja je uzrokuje«) inducirana elektromotorna struja ima smjer kazaljke na satu, 
jer će takva struja davati magnetsko polje u smjeru vanjskog magnetskog polja koje se smanjuje. 


2.75. Uzduž beskonačno dugog vodiča teče struja 14.  “r>->———— 
Kako će se mijenjati inducirani elektromotorni  4__A 
napon s vremenom u metalnom štapu dužine _L, 


koji se giba brzinom v», u slučaju ako se on giba: , v. 
a) na udaljenosti a i okomito na vodič; 
b) tako da se u € ==0 nalazi na udaljenosti a od B 
vodiča i za vrijeme gibanja je s njim paralelan. 
Koja točka će biti na višem. potencijalu? Eu S E 
B B B s 
b a) U=|E.d- [0xB)-di-— [oBdy= ; 
A v 
L+a 
_ zovlo [2-- Movlo ml +a 
2n y ma a 


a 


Točka A če biti na višem potencijalu. 


Primijetimo da polje E nije .polje koje nastaje. Zbog indu- 
ciranog naboja u šipci. To je polje koje postoji u sustavu 
promatrača vezanog za šipku. Osim toga polja postoji i 
polje zbog induciranih naboja, 


Molo dede HovLIo 
297Ey In (a + vt) * 


Točka B će biti na višem potencijalu. 
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2.76. U homogenom magnetskom polju indukcije B = 
=0,2 T u ravnini okomitoj na linije indukcije 
vrti se metalni štap dužine / = 10 cm frekven- 
cijom v» =16 Hz oko osi koja prolazi jednim 
krajem štapa. (v. sl.) 

Kolika je razlika potencijala između krajeva šta- 
pa? 
Zadatak riješite pomoću: 


> 


na) 


a) Lorentzove sile 


X x X X x x * x x 


bd 
x 
x 
* 


X * x * 


x0x x 


b) Faradayeva zakona 


B a) Na slobodni naboj g, koji se nalazi u štapu, djeluje mag- y 
netsko polje jer se oni giba (vrti u magnetskom polju): 


> > 2 
Fas=q/ x B A 
Zbog toga će se negativan naboj gomilati dalje od osi. Razdva- 
janjem naboja stvorit će se električno polje koje će djelovati na 
—> =+ => 
naboj pa 2. Newtonov zakon daje +Fy=—mroža0 
(vidi zad. 2.84.). Primijetimo da je opis situacije u štapu dan iz (0) 


sustava u kome se štap vrti frekvencijom », a ne iz sustava vezanog 
za štap kao u zadatku 2.75. 


2.77. U metalnom prstenu polumjera a = 5cm 
teče struja i=2A. Isti takav prsten, 
sa središtem na osi prvoga udaljen je 
od prvoga za R = 0,5 m. ' (9 
Koliki je maksimalni inducirani elektro- 
motorni napon u drugom prstenu ako 
rotira kutnom brzinom w==5 rads-1. 


B> Magnetsko polje kružne petlje na osi petlje jest: (vidi zadatak 2.71): 


B = Mol a? 


Moi a? 
OČITE “02 Opovo R> a. 


Faradayev zakon daje: 


Uz pretpostavku da je magnetsko polje konstantno na cijeloj površini druge petlje i da ima isti 
iznos kao i na osi imamo: 


u 2 
LAPNENE BAM RONA 
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> > 
gdje je cot kut između B i S u nekom trenutku. Konačan rezultat je prema tome: 


Loloa* m 


Ue = 2R3 


sin o = 0,987 sin5t nV 


Maksimalni inducirani elektromotorni napon u drugom prstenu iznoši oko 1 nV. 


2.78. U homogenom magnetskom polju indukcije B =0,01 T vrti se prsten od 
tanke bakarne žice polumjera 14. Gustoća bakra je D = 8900 kg m-*, a ele- 
ktrična otpornost bakra na sobnoj temperaturi je o =1,7. 10-5 £1 m. Pr- 
sten se vrti tako da mu je os vrtnje po njegovu promjeru okomita na 
smjer magnetskog polja, a početna kružna frekvencija je oy. 


Odredite: 
a) Izraz za inducirani elektromotorni napon U.; 


b) izraze za struju kroz prsten i prosječni gubitak energije zbog Jouleova 
zagrijavanja u toku jednog okreta prstena ; 


ce) zakonitost po kojoj se mijenja kružna frekvencija ako se okretanje prstena 
ne podržava izvana; 


e š 1 : 2 : 
d) vrijeme potrebno da frekvencija prstena e padne na svoje početne vri- 


jednosti 09. 


B> a) Primijenimo Faradayev zakon indukcije. 


d : 
rade (Brš s cos ot) = Brž so sin ot. 


b) Struja I je povezana sa elektromotornim naponom Us pomoću Ohmova zakona: 


Us _ Bršro sin ot 


i=“ R : 


Jouleova toplina, koja se oslobodi u jedinici vremena je P = I?2R. Kako se 7 mijenja s vremenom 
(kao i U ), moramo naći prosjek IR u toku jednog okreta. Pri tome glavna vremenska ovisnost 
dolazi od sinusnog člana, pa je: 


B?ratr2o? 


2n 
2 _drŽ, 2 
Srem s [ sin? ot d(ot) = SR 


= 12 = 
P=IR R ža 
0 


C) Zbog okretanja prsten ima kinetičku energiju: 


2 


(2) 
VW, = 1-3 > 
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doc R ie i 


gdje je Ia moment inercije prstena u odnosu na os po njegovu promjeru. 


Smanjenje kinetičke energije prstena u jedinici vremena jednako je Jouleovoj toplini oslobođenoj 
pri jednom okretu prstena: 


_d4 ( Mmrg20? ) _ Bratnčo? 
dt 4 u 2R 


Sređivanjem gornjeg izraza i uvrštavanjem izraza za otpor R i masu m prstena nalazimo 


do __ Bio 
dtĐČĐ4oD' 
Integriranjem ove jednadžbe nalazimo: 
B? 
how = — 4oD t+ec. 


Korištenjem početnog uvjeta da je u t = 0, o = 04 dobivamo izraz za promjenu kružne frekven- 
cije s vremenom: 
B2 
—_4Do' 
o=09e 2, 


d) Izraz SE ima značenje vremenske konstante 7, tj., kada jet = 7, tada w padne na 2 svoje po- 
četne vrijednosti 0. 


= SA su 6,05 s. 
2.79. Unutar cilindričnog volumena polumjera R usposta- eee S. 
vljeno je homogeno magnetsko polje. Linije induk- ke ha 
cije su paralelne s osi cilindra. Metalni štap dužine / *8 \ 


1 smješten je unutar cilindra (vidi sliku). 


I \ 

M \ 

Nađite izraz za inducirani elektromotorni napon ako | R ! 
je vremenska promjena magnetskog polja: i t i 
A B 


zra A sin ot, (A i o su konstante). vVeSoSree = 
—> 123. Maxwellove jednadžbe (Faradayev zakon) b E.dl=-— £ / B.dS integrirajući po 
Cc S 


kružnici polumjera r < R dobivamo u zadanom slučaju: 
Ear = — id ra. 
dt 
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raz 


Zbog simetrije problema E će biti tangencijalno na kružnicu, 
a pretpostavili smo da će imati smjer kao na slici. Pri integ- 
riranju kretanje po kružnici bilo je suprotno od kazaljke na 


satu, tako da je dS suprotan od B u trenutku prikazanom na 
slici. 
Nadalje; iz definicijske relacije za elektromotorni napon (gdje 


je sada d/' element dužine štapa) dobivamo: 


l 
Z.dr= [1B ,_ AB [ar 
U-[E-a"- [7 sod-3 JA 
0 


*dB_ Al E. sa 
je Zoe len Ze tE 2_(—) - 
U = Ve - (GV (5) di 3 R (2) sin o. 


a 
2 


2.80. Odredite struje u krugu ako je homogeno magnet- 
sko polje okomito na ravninu kruga i mijenja 
se po zakonu B=2B4 — kt. Otpor vodiča po 
jedinici dužine je #. 


B> Inducirani elektromotorni napon u većoj petlji je: 


a u manjoj analogno s gornjom relacijom: 
U«e = a ak. 
Qu 


Smjerovi tih induciranih struja su takvi da stvaraju polje u smjeru vanjskog polja (koje opada s 
vremenom!) prema Lentzovu pravilu. Prema tome, možemo formirati ekvivalentan krug prema 


slici: ' 
Postavimo jednadžbe koje zadovoljavaju Kirchoffova pravila (smjer struje is odabrali smo po 
volji): 


12 + ta -- ii = 0 
Uey == 3art, bari3 
Ug, = 2ariz — arts. 


Rješavanjem tih jednadžbi slijedi: 


Smjet tih struja je kao na slici. 
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2.8 


Tol 


Teg 
L(- 


tru 


"mj 


60 


a) Nađite ukupni napon koji se inducira na kliz- 
nim kontaktima ako oni nisu međusobno spojeni. 
b) Odredite ukupnu kinetičku energiju diskova 
kada rotiraju navedenom orzinom. 

c) Kada se klizni kontakti kratko spoje, spoj- 
nicom proteče puls struje prosječne vrijednosti 
oko 1,5 +. 10% A koji traje oko 1 s. Iz poznate 
kinetičke energije diskova nađite prosječnu vri- 
jednost napona uz koji se dobiva ta struja. 

d) Objasnite razliku u naponu izračunatom u 
a) i c) dijelu zadatka. Što bi se dogodilo kada se 
rotiranje valjaka ne bi podržavalo vanjskim izvo- 
rom a s njih bi se koristila struja. Obrazložite 
odgovor! 


B 2) Za jedan disk na osnovi zadatka 2,82. je: 
|U| = B R2ay = 305,25 V 
Budući da su diskovi spojeni serijski (suprotne vrtnje): 
U, = 2 | U | = 610,5 V. 
b) Kinetička energija diska koji rotira oko svoje osi je: 


2 2 
W=J- S mR? om 2 2,88 + 108]. 


Za dva diska iznosi to 5,76 + 105]. 


c) Izjednačenjem energije rotacije diskova s električnom energijom nalazimo: 


2W, = UIt. 
U= Lon 387,3 V. 
It 


d) Prosječni napon u c) zadatku je manji od onoga u b) zadatku jer se disk uspori kada daje energiju. 
"Tako njegov napon padne s maksimalne vrijednosti U, <= 600 V gotovo na nulu na kraju pulsa. 
Iznos prosječnog napona je oko 1/2. 


e) Očito je da bi se diskovi konačno zaustavili. Uzrok tome je sila na struju kroz diskove u magnet- 
skom polju. Lako je pokazati da je ta sila tako usmjerena da daje zakretni moment suprotnog 
smjera od početnog smjera vrtnje diskova. To proizlazi iz Lenzova pravila. 


2.84. Metalni disk polumjera R =0,5 m vrti se oko svoje osi kutnom brzinom 
== 200 rad/s. Smjer kutne brzine podudara se sa smjerom horizontalne 
komponente Zemljinog magnetskog polja (2.:10-% T). Koliki napon 
možemo izmjeriti između centra i oboda diska? Da li bi razlika potencijala 
postojala i da nema vanjskog magnetskog polja? 
Bb Promatrajmo elektron udaljen za r od centra diska. U stacionarnoj situaciji on izvodi kružno 
gibanje pod djelovanjem Lorenzove sile (vidi zad. 2.76). Primjenom 2. Newtonovog zakona dobi- 
vamo: 


> > > > > > > —> 
Fe+Fag=ma, odnosno: —eE — ev x B =mo X v. Slijedi: 


redr=“>- >> =116:10-8V—5-10-+V 


Ako nema vanjskog magnetskog polja, također dolazi do stvaranja induciranog elektromotornog 
napona (prvi član u rezultatu), ali je taj efekt znatno manji. 
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2.85. Slika prikazuje princip rada električne vage. 
Žičani okvir naslanja se na oštre kontakte 
kroz koje se dovodi struja. Dio okvira duljine 
L =0,1 m nalazi se između polova magne- 
ta okomito na smjer magnetskog polja. Ako 
kroz okvir teče struja I = 0,5 A u smjeru 
kako je naznačeno na slici, potrebno je u 
zdjelicu vage staviti komad bakrene žice 
(gustoća bakra o == 8700 kgm=-*) dužine 
l1=0,7 cm i promjera d = 1 mm da bi se 
okvir vratio u ravnotežni položaj. 


a) Nađite iznos i smjer indukcije magnet- 
skog polja B. 

b) Da li bi bila potrebna druga količina 
bakra ako bi okvir i magnetsko polje među- 
sobno zatvarali kut 0 manji od z/2? 


Cc) U kojem području masa je električna 
vaga naročito korisna i zašto? 


B a) Sila na vodič kojim teče struja u magnetskom polju je: 


F=BIlIl 
B = F]II. 
Silu F nađemo iz poznate količine bakra: 
F=mg 
d2 
m= 0-4 7!=417,8 + 10-5kg 
mg 


B su 9,37 + 10->T. 


sara 


b) Ne bi. U tom slučaju bi doduše djelovala samo komponenta B sin 6, ali bi i dužina okvira u 
magnetskom polju bila veća: 


ša pai = BI, 
sin & 


C) Vaga je pogodna za mjerenje malih masa, kao što pokazuje i odabrani“primjer. Posebna je pred- 
nost električne vage da se mogu razlučiti vrlo male promjene mase jer se struja može vrlo precizno 
mijenjati. 


2.86. U ionskom izvoru stvara se mješavina jednostruko ioniziranih atoma *K, 
4K i “IK. Oni se nakon toga ubrzavaju razlikom potencijala od 1500 V 
i prolaze kroz uski otvor u evakuirani prostor. Prostor se nalaži u homogenom 
magnetskom polju gustoće toka B. Fotografska ploča F smještena je okomito 
na ulazni smjer gibanja iona kao što je prikazano na slici. Izotop *“"K ostavi 
na ploči trag na udaljenosti 40 cm od ulazne pukotine. 


a) Kolika je magnetska indukcija B? 
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b) Koliki su međusobni razmaci između tragova susjednih izotopa kalija 


na fotografskoj ploči? 


c) Kako ovisi udaljenost traga dva susjedna izoto- 
pa za jednostruko ionizirane atome o masi atoma? 


Napomena. Ovaj zadatak kao i zadatak 2.32. opi- 
suje princip rada spektrometra masa. Takvi ure- 
đaji imaju veliku praktičnu važnost i upotreblja- 
utvrđivanje zagađenja okoliša i ispitivanje produš- 
nosti (hermetičnosti) određenih uređaja. | 


a) Homogeno magnetsko polje indukcije B uzrokuje kružno gibanje jednostruko ioni- 
ziranih atoma: ev B =mv?/r. Iz zakona očuvanja energije nalazimo: 


B = jEr 0,125. 
r € 
b) Kako je r proporcionalan s m!/2 nalazimo: 
2 Trag E 39.5 cm, 2Ta41 = 40,5 cm. 


c) Kako je razmak između tragova proporcionalan s m!!? izotopi lakših atoma ostavljaju 
razmaknutije tragove. 


2.87. Tanka pločica je stavljena u homogeno magnetsko polje, kao što je prika- 
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zano na slici. Broj nosilaca naboja po jedinici volumena u pločici je n a svaki 
nosilac ima negativni naboj g. Kad je pločica uključena u strujni krug, no- 
sioci naboja se gibaju brzinom v» okomito na presjek pločice (v. sl.). 


a) Nađite izraz za struju 7 kroz pločicu te iznos i smjer sile kojom magnet- 
sko polje djeluje na naboje koji se gibaju uzduž pločice. 


b) Na kojem se rubu pločice gomilaju negativni naboji zbog djelovanja te 
sile? Kolika je razlika potencijala između dva ruba pločice (nastala zbog go- 
milanja negativna naboja) potrebna pa da sila električnog polja na naboj (koja 
se protivi tom gomilanju) i sila magnetskog polja budu jednake? 


c) Izrazite tu razliku potencijala pomoću broja nosilaca naboja i debljine 
pločice. : 


d) Nađite razliku potencijala koja se javlja u bakarnoj pločici debljine d = 
= 0,1 mm i širine b = 1 cm koja je postavljena u homogeno magnetsko 
polje okomito na njezinu površinu, a indukcija je B = 0,2 T kada kroz nju 
teče struja / = 10 A. Uzmite da su nosioci naboja u bakru elektroni i da im 
je broj jednak broju atoma. Molna masa bakra je 63,5 kg, gustoća 8930 


kg m-*, Avogadrova konstanta 6,03 . 102% mol-!. 


e) Opisana pojava se naziva Hallov efekat i praktično se primjenjuje za 
određivanje jakosti magnetskog polja. Na osnovi relacije u c) zadatku obraz- 
ložite koja svojstva mora posjedovati materijal da bi bio prikladan za mjerenje 
magnetskih polja pomoću Hallova efekta? 


B a) Struja / jednaka je količini naboja koja prođe 
presjekom pločice u jedinici vremena: 


dQ _ 
araki 
Sila kojom magnetsko polje djeluje na pojedini (nega- 
tivni) naboj jest: 
> > > 
F=qBxv 
Budući da je magnetsko polje okomito na brzinu, iznos 
te sile je: 


F =qBv. 


Smjer sile je prema prednjoj strani pločice. - _ ; 
b) Zbog sile kojom magnetsko polje djeluje na naboj, negativni naboj se sakuplja na prednjoj strani 
pločice. Zbog toga se javlja električno polje koje djeluje na naboj silom F = g. Poslije nekog vre- 
mena te sile se izjednače: dE = aBv. 
. u. 
Električno polje E odgovara razlici potencijala U po širini pločice: E = sa Bu, U = Beb. 
de dona . ie ipo I 
c) Izrazimo širinu pločice pomoću izraza za struju ] iz a) zadatka: = Za 


: : pama Pan? A : ; BI 
Uvrštenjem za razliku potencijala između prednjeg i stražnjeg ruba pločice dobivamo: U = Ma. 


d) Broj nosilaca naboja (elektrona) po jedinici volumena u bakru je:n == N S 528,4 + 1028m-*. 
Time je razlika potencijala između rubova bakarne pločice: U = 1,5 +: 10-5V 
e) Materijal prikladan za precizno određivanje jakosti magnetskog polja treba između rubova 


imati što veću razliku potencijala. Iz relacije izvedene u c) zadatku vidimo da broj nosilaca naboja 
ne smije biti prevelik. To znači da metali nisu prikladni za tu svrhu, već su prikladniji poluvodiči, 


2,88. Kvadratičnu petlju dužine /, otpora R mase m pustimo da pada, kao što je 
prikazano na slici, u homogenom magnetskom polju B. Polje je okomito na 
površinu petlje i u horizontalnome smjeru. 


a) Objasnite zašto se u ravnotežnom stanju Box x x x x x ox 
petlja giba konstantnom brzinom. 

b) Odredite tu brzinu i smjer inducirane đ i 
struje. x x x 
c) Na koji bi se način gibala petlja da mag- s E“ 
netsko polje u svakom trenutku probada 

cijelu površinu? x x x 


> a) Kada brzina ne bi bila konstantna, značilo bi da dje- 

luje neuravnotežena sila na okvir. Neka je mg > #"IB. Gi- 

banje je ubrzano prema dolje, što uzrokuje povećanje 

promjene toka. Time se povećava inducirana struja, a time i sila koja djeluje suprotno od mg. 
“To smanjuje ubrzanje sve do nule. 


do d (a > od 
VU=-=--4]2 dŠ = <; | B-dxdy = Bol 
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Prilikom rješavanja Faradayevog zakona pretpostavili smo da je S u smjeru B što implicira da je 
pozitivan smisao obilaska po konturi u smislu kazaljke na satu, pa je prema tome (budući smo 


dobili pozitivno rješenje) to i smjer inducirane struje u okviru (dS j je suprotan od B). 
Inđucirana struja interagira s magnetskim poljem prema relaciji: 


dF=#"đlxB 


Bul B?1?v 
Fe= R IB = RO 


Sila zbog magnetskog polja jednaka je težini okvira po iznosu, što slijedi iz 2. Newtonovog zakona: 
Fa + mg = 0, primijenjenog za okvir u ravnotežnom stanju. Tako dobivamo; 


mg R 


"> ze 


Cc) Budući da se tok ne mijenja, ne pojavljuje se sila zbog prisustva magnetskog polja. Akceleracija 
padanja bit će, dakle, g (jednoliko ubrzano gibanje). 


2.89. Aluminijsku žicu presjeka S = 1 mm?, dužine / = 1 m savijemo u zatvoren 
prsten. Ravnina prstena je okomita na smjer homogenog magnetskog polja 


indukcije B koja raste brzinom od 10-? T s-!. Električna otpornost alu- 
minija iznosi e =3 -10-5Qm. 


a) Koliki se elektromotorni napon inducira u prstenu? 


b) Kolika Jouleova snaga se razvija u prstenu? 


dB _ 12 dB _ 1055 
pa aa m. 2gg Ms ja s -5 
»2 u|=| | "Pomalo 
b) R=elb=3.102Q 
S 
IR U: u -7 
s 1. 10-7W. 


2.90. Ravni metalni štap giba se po polukružnom 
vodiču brzinom v (vidi sliku). Sistem se nalazi 
u homogenom magnetskom polju indukcije B 
koje je okomito na ravninu gibanja. Otpor 
štapa i vodiča po jedinici dužine je R. Izra- 
čunajte induciranu struju u ovisnosti o a. 
Odredite smjer inducirane struje. 


0, — Ue(D) 
b io) = RU) 
U.(1) = -€- - 4/8: dS = Ba £ | dxdy— Bitta-r sin a cos a] 
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> > > > 
U izvodu smo pretpostavili da je S suprotan od B, pa je sada i dS suprotan od B (za razliku od 
zadatka 2.88) jer se površina povećava. Iz toga slijedi da će struja teći od A prema B u štapu. Narav- 
no, do istog rezultata možemo doći primijenjujući bilo izraz za Lorentzovu silu, bilo Lentzovo 
pravilo. 


r—vi=rTrcosa 


«(0 — Bri [arccos (1 - 21) — Vi — (1 -- :) (1 - + | 


rig rd 


ZU AZ 
R(Q) = 2Rrsina + Rr2a =2Rr [/: _ (1 -- 3 + arc cos (1 -- | 


1 
2 inž 
i(a) = je < li - cos* a + sin* a] ŽE na al a mi 


dj sin a 
ika za (a + sina) “ 


aducirana struja teče u štapu od A prema B. Struja daje takvo magnetsko polje, koje smanjuje 
povećanje toka kroz zatvorenu petlju, zbog gibanja štapa (Lentzovo pravilo). 


Riješimo zadatak pomoću Lorentzove sile: 


B B 
Ua(0) = [ex Bdi= [ vBdl — vBi(o) 
A k 


U: m vBl(a) __— vB2rsina Bv sin a 


2.91. Beskonačno dugim vodičem, koji je postavljen u | 
vertikalnu smjeru, teče struja # prema gore. U bli- 
zini vodiča rotira pravokutna petlja od vodljiva 
materijala otpora R po jedinici dužine. Os rotacije 
je paralelna s vodičem i nalazi se na udaljenosti 
L od vodiča. Kutna brzina rotacije petlje je w. 


a) Odredite induciranu struju u petlji ovisno o 
otklonu iz početnog položaja. 


b) Odredite položaje u KOJA će struja biti maksi- 
malna i minimalna. 


C) Kolika je maksimalna struja? 


B a) Lako je vidjeti da se elektromotorni napon ne inducira u stranicama dužine b, koje su hori- 


> > —> 
zontalne. Na naboj djeluje sila u vertikalnu smjeru prema gore (F = gv X B). Elektromotorni 
napon će se, dakle, inducirati u stranici dužine a koja rotira. 


U svakoj točki te stranice Ž, gledano i iz sustava koji rotira zajedno s petljom) postojat će električno 
polje: a 


gdje je r= VL: +802 — 2Rb cos 0, a y = 180 — y = 180 — arcsin ( = sin o). 


Iz toga slijedi: 


= Lo ZLbo sin p Kk 
I L2+b2—2Ibecosqp *“ 


Inducirani elektromotorni napon prema definiciji je: 


a 
= Pesje o 1Lb o sin 9 
Ue= |E sani 2Lb cos g) > as 


a Mo iaLb o sin o 
= 2n(L2 +802 — 2Lbcoso) 


Prema tome, inducirana struja dana je s: 


Uo ZaLb o sin p 
4n(a+0)R(L2 +862 —2Lbcoso) 


"(P= 
b) Vidimo da jeza pg =0iq = 7, sin o, = 0 struja #' (p) = 0, tj. minimalna po iznosu. 


Položaj kod kojega je struja maksimalna dobit ćemo traženjem ekstrema te funkcije: 


di' (Pp) _ uofaLb o cos p(L? +862 — 2Lbcos p) — sinž o * 2Lb _ 
dp — 4n(a+b)R (L2 + 62 — 2Lb cos o)? 


Iz toga slijedi: 


oso 226 
os p = L2 + bz E DE 
Hoi abL 


c) imaks = 


4rR (a + 6)(VLZ—B2) 
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2,92. Uzduž tračnica koje su razmaknute za / klizi 
metalna šipka konstantnom brzinom v». Cijeli 
sistem nalazi se u homogenom magnetskom polju &B 
indukcije B. Polje je okomito na ravninu trač- A 
nica. Otpor po jedinici dužine tračnica, spojnice 
AB i šipke je 7. i 
Zanemarujući trenje i kontaktni otpor, odredite: 
a) kako se mijenja inducirana struja s vremenom; | 
b) smjer inducirane struje; 
c) kako se mijenja sila kojom moramo djelovati na šipku da bi se održala 
brzina v konstantnom; 


d) struju u krugu pomoću zakona očuvanja energije. 


bi 


> a) Inducirani elektromotorni napon unutar šipke dan je relacijom (vidi prethodne zadatke): 
Ue = vIB, a inducirana struja sa # (£) == Ue/R (£), gdje otpor ovisi o vremenu: R (0) = 21 (1 + e). 


b) Prema Lentzovu pravilu struja teče u krugu tako da spojnicom AB teče smjerom od A prema 
B. Inducirana struja je takva da njezino magnetsko polje smanjuje vanjski tok polja koji se povećava, 
> > > 
c) Prema relaciji: F = i dl x B zaključujemo da u smjeru obrnutom od brzine djeluje sila na šipku 
zbog interakcije inducirane struje sa magnetskim poljem: 
vB? 
Q+2v)r" 


Prema tome, vanjska sila bit će ista po iznosu, a suprotna po smjeru, jer je brzina konstantna 


F= 


d) Rad vanjske sile pretvara se u Jouleovu toplinu: 


F, dx 
dt 


Zbog toga što je. brzina konstantna, vanjska sila upravo je jednaka sili koja se javlja zbog struje 
u šipci: #/B, pa imamo: 


=Fv=i?R. 


. vIB 
2 +vor 


2.93. Po tračnicama od bakra, koje su nagnute pod kutom a prema horizontali, 
može kliziti šipka mase m zanemariva otpora. Faktor trenja između tračnica 
i šipke je u. Sistem se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije B. 


Otpor tračnica i dovodnih žica je zanemariv. 
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Nađite kako će se mijenjati x(z) i 2(£) ako šipku pustimo s vrha tračnica, a 
tračnice su spojene preko: 

a) otpora R; 

b) kondenzatora kapaciteta C. 
Razmotrite slučajeve kada je indukcija B: 

1) horizontalna, tj. pod kutom a prema tračnicama; 

2) okomita na tračnice; 

3) vertikalna prema gore. 


PB 1. a) Izračunajmo prvo inducirani elektromotorni napon koji se javlja u šipci pri brzini v 
A A A 
U. [E-d= [&xB)-di=oBsina[a= f 

B B B 


U 


I l 
= — oBsina [ dl = 0B = sina [ dy — Bolsina. 
0 O 


bi! 


Inducirana struja, koja će pri tome proteći od A preko R do B, bit će: 


>; U: Bul 
== Do S 


2 = 


R R 


ima 


Taj rezultat možemo dobiti i pomoću Faradayeva zakona, a smjer te struje pomoću Lentzova 
pravila. 


Zbog te struje, javlja se sila na šipku usmjerena vertikalno gore: 


Nacrtajmo dijagram sila koje djeluju na šipku: 
mg sina — 2F4 — Fasina = mš 


—mgcosa +2N + Fa cosa = 0 
gdje je Fu = upN 
Rješavanjem prethodne tri jednadžbe dobivamo diferencijalnu 
jednadžbu: 


2, Blsina 


ž —mR o Gina—pucosa)ž — g (sina — u cosa) = 0, 


ž+ažk+b=0. 


Početni uvjeti su: x (0) = 0 i £ (0) = 0 (šipku smo pustili sa vrha tračnica). 


170 


Opće rješenje diferencijalne jednadžbe # + a +b =0 
je: 
x() = Ae +C:+D. 
Uz zadane početne uvjete: | 
xO=A+D=0i#(0)=AG+C =0 
dobivamo: 
A=—DiC=—AG, tj, 
xQ)=A(K"—1)-—AGL 
Uvrštavanjem rješenja u diferencijalnu jednadžbu dobivamo: 
B?]? sin a (sin a — ucos a) 
mR 


bo gmR? 
a? B* 1 sin? a (sina — u cos a) 


G= —a= — 


Dakle: 
O. od b 
+O=>-=—z (e == 


b '& 


k()=—e"-—— 
= a 


U ravnotežnom stanju, tj. kada formalno # —+> o, a koje se ostvari relativno brzo (eksponencijalni 
član brzo trne), imamo: 


2. a) U tom slučaju inducirani elektromotorni napon bit će: 
Ue = Bul, 
a inducirana struja: 


_ Bu 
XR 


i! 


usmjerena kao i prije. 

Sila koja se javlja usmjerena uz tračnice bit će: 

B?12v 
R 


Fa = 


Dijagram sila ima sada oblik: 
mgsna—2F4— Fa = m 
2N — mgcosa = 0, 
Fa = uN. 
Rješavanjem tih jednadžbi dobivamo diferencijalnu jednadžbu: 


2, Bi? 
++ mR 


#*—g(sina —ucosa) = 0, 


Koja je istog tipa kao i ona ranije samo s drugim konstantama: 


212 
a= Z5i b= —g(sina—ucosa). 


Ravnotežna brzina bit će dakle: 


pz _b_ mgR(Gina—ucosa) 
a B21? : 


3. a) U tome slučaju inducirani elektromotorni napon je: 
U=Bvlosa, 


a inducirana struja: 


= Bo og 
 R 


sa smjerom kao i ranije. 


212 
Sila, koja se javlja je: Fa = 2 S 2 cos a. 


u horizontalnom smjeru. Dijagram sila ima oblik: 
mgsina—2Fu4—F,cos a = m 
2N —mgcosa— Fasina = 0 
Fa=uN. 


Sada imamo ovu diferencijalnu jednadžbu: 


212 


mR 


# + cosa(cosa + usina)x— g(sina—ucosa) = 0 


koja je istog tipa, kao i ona ranije, a konstante su: 
212 


mR 


a= cosa(cosa + gsina)ib = —g (sina — ucos a). 


Brzina kojom se šipka giba u ravnotežnom stanju bit će: 


mg R (sina — u cosa) 
cos a (cos a + usin a) 


b) U slučaju kada otpor zamijenimo kondenzatorom kapaciteta C, mora se zadovoljiti uvjet da 
inducirani elektromotorni napon u svakom trenutku bude jednak naponu na kondenzatoru bu- 
dući da je to paralelan spoj: 


U()=VOGO = Q0OC. 


Prema tome, struja koja nabija kondenzator je: 


(0-28 _ o dB, 


1. b) UG =Blsina ž(), pajei/(Q) =BICsina + 2 


Dijagram sila ima isti oblik kao i u slučaju 1. a), samo što je sila na šipku zbog interakcije struje u 
šipci i magnetskog polja: 


Fa = B?21? Csina > . 
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Diferencijalna jednadžba koju ćemo dobiti u ovom slučaju jeste; 


BPC 


#[1+ sin a (sin a — p cos o)] — g (sin a — p cos a) = 


"To je dakle, jednoliko ubrzano gibanje akceleracijom: 
g(sina — ucosa) 


212 > 
1+ E sina (sin a — p cos a) 


a= 


pijevi)=aix() = Tam. 
2. b) U tom slučaju dobivamo diferencijalnu jednadžbu: 
232 
JE +] —g(sina—ucosa) =0, 


pa je akceleracija jednoliko ubrzanog gibanja: 


mg (sin a — u cos a) 


S mrIBEC 


3. b) Rješenje je: 
g(sina — ucosa) 


7 B2 12 ( 
l +22 cos a (cos a + psina) 


a= 


2.94. Na primjeru iz prethodna zadatka provjerite zakon očuvanja energije. Radi 
jednostavnosti zanemarite trenje (u == 0) i promatrajte slučajeve 2. a) i 2. b). 
Za slučaj 2. a) pretpostavite da smo šipci dali početnu brzinu v, koja je upravo 
jednaka ravnotežnoj brzini. 


> 2..a) Šipka je u početnu trenutku bila na visini h, pa se potencijalna energija mgk pretvorila u 
Jouleovu toplinu: 


t 


mgh = [2Ra 
0 


gdje je £ vrijeme za koje je šipka prešla visinu # odnosno put hlsin a, a i = Bul|R koja ne ovisi o 
vremenu (v = konst. = mgR sin a] B212). 


B212 mgRsina_h 


hk 1_ B?vI? LA | 
2 = 12 = > — = > ————— S 
PoE arie v R? Phu v R B212—sina m 


2. b) U tom slučaju potencijalna energija mgh pretvorila se u kinetičku energiju štapa i u energiju 
koja je sadržana u kondenzatoru: 


slu 
mh=-=5mv"+3 GC? 


gdje je v brzina štapa na dnu kosine: 
sasa h 24 mg 
o - Vas 2 sin a Veže: 
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a Q naboj na kondenzatoru kada se štap nalazi na dnu, tj. kada se spustio za visinu A: 


ž t 
0- [ioa-B10a[a-Bce/Z 
0 0 


12 110 _ mah B?i?C?ah _ ah pakao 
: ZT ca" sna Omae.  mnevvo vo 
h mg sin a 


pi(((848. GBS 2no > 
sin a zrmpove PJ mi 


2.95. Po metalnom prstenu polumjera b i otpora R klizi me- 
talni štap mase m otpora 7. Sistem se nalazi u ver- 
tikalnoj ravnini, a probada ga homogeno magnetsko 
polje indukcije B. 

a) Po kojem zakonu se mijenja struja u štapu ako 
se on vrti konstantnom kutnom brzinom o»? 

b) Po kojem zakonu se mijenja pripadni elektromo- 
torni napon koji daje tu struju? 


B a) Da bi štap rotirao konstantnom brzinom, zbroj momenata, koji 

»djeluju na njega, mora biti nula. Na štap djeluje sila 
dF=:dlxB 

zbog prisutnosti magnetskog polja i struje u štapu te težine, 


> > pe b 
Moment zbog težine je: My = r X mg = 2 


-> 
cosot (—k), gdje 


BR 
(— k) označava smjer određen na slici. 


Pretpostavimo da struja teče od A prema 0. Tada je moment zbog 
prisustva magnetskog polja: 


> 


b 
> > - s a 2 = 
Ma= [7 x (idl x B)-iB [rar(-9 = HEH 
0 


(—k). 


“ Vidimo da smo pogrešno odredili smjer struje. Struja mora teći u suprotnom smjeru, od 0 do A 


e 
da bi mogli ispuniti uvjet > M, = 0. Izjednačavanjem ta dva momenta dobivamo: 
i 


i) = E Cos ot, | 


gdje je wz prijeđeni kut štapa u vremenu £, računajući R 
od horizontalnoga položaja. 


b) Prikazani sistem možemo prikazati shemom: 


in4 


Uem je inducirani elektromotorni napon koji nastaje rotacijom štapa u magnetskom polju (viđi 
zadatak 2.761). Dakle: 


Uem = 3Bio 


Iz Ohmova zakona možemo izračunati Ue (£): 


_1 LL _ 0 E 

U()=35B"0o + 5 cos 0: [r + 2: R1 2:)] 0st<-s 

2.96 Dva duga paralelna vodiča dužine 2 m i polu- pa jj. 
mjera a =1 mm udaljena za d= 1 cm spojena_/7 


/ 
su na krajevima. Zanemarujući rubne uvjete i 1 d 
magnetski tok unutar vodiča, nađite koefici- \ 

jent samoindukcije paralelnih vodiča. 


Db Tok magnetskog polja između vodiča, kada teče struja, jeste: 


—a 
dx dx \_ Mo "| d—a a |- “= d—a 
(EZ +35) - će a a ng u m : 


Bot 
2m 
Iz definicije koeficijenta samoindukcije: B = Li dobivamo: 


pototj E oi. 
TT đa 


2.97. Odredite međuinduktivitet dvaju koncentričnih solenoida. Solenoid većeg 
promjera ima površinu A,, N, navoja i dužinu d,. 
Manji solenoid, koji se nalazi u većem, ima parametre A», Noz id,a= di. 
A2 <d, 


B Prema definiciji koeficijenta međuindukcije i pretpostavci da je polje konstantno unutar_ manjeg 


solenoida, što je zadovoljeno u slučaju A2 < A,, imamo: 


dii _ do, 
prašak 


d 
S Bi A2 No). 


Polje većeg solenoida dano je s: 


Uvrštavanjem u prethodnu relaciju dobivamo: 


di, o koti Ni 
4 & 4, 


A2Na 


Uspoređivanjem dvaju izraza za međuinduktivitet dobivamo: 


koN, Na Aa 


M = qa 
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2.98. Homogeni metalni štap dužine b i mase m može (0) 


rotirati oko točke 0. Pri tome štap klizi bez trenja =š 
po savijenoj metalnoj šipci (vidi sliku!). Štap i šipka 88 
su zanemariva otpora. Točka 0 povezana je s me- 

talnom šipkom preko otpora R. Sistem se nalazi u R 


vertikalnoj ravnini, a u prostoru u horizontalnom 
smjeru nalazi se homogeno magnetsko polje induk- 
cije .B. Štap otklonimo u desno za mali kut 04. 


Kakvo će gibanje izvoditi kada ga pustimo? A 


> inducirani elektromotorni napon u intervalu vremena £, £ -- de jest: 


de d (> 62 d0 Bb? : 
U=-<G--ajš a5 =BTG- 25 
2 
(Element površine koju štap prebriše u intervalu de je Ž dO.) 
Struja koja se pri tome javlja prema Ohmovu zakonu je: 
Bb2 . 
i R 06. 


Moment sile oko točke 0, koji djeluje na štap zbog prisustva struje i magnetskog polja, jednak j e 


> : 2 —> u o m S B2b 
ie 1[7xdpie [7x adix ĐI=ZE Pojra- ža 


Primijetimo da taj moment djeluje uvijek suprotno od smjera Nara štapa. Osim tog momenta 
postoji moment zbog težine štapa: 


> > > b : 
IMgl = [1 Xx mg|= > mg sino. 


> > 
Suma tih dvaju momenata prema 2. Newtonovu zakonu za rotaciju (M = Ia) uvjetuje rotaijuc 
štapa: 


O = — JO, gdje je f moment inercije štapa s obzirom na 0 (> m). 


Moment zbog težine štapa ima suprotan predznak od kutne akceleracije 0,j jer teži smanjiti kut; 
moment zbog postojanja struje u magnetskom polju djeluje uvijek suprotno smjeru gibanja, i to 
što je brzina veća, moment je veći. 


Prema tome, za male kutove (0 == 0) imamo: 


3B?b? 
ena 0+ Lo = 0. 


Rješenje te diferencijalne jednadžbe ima oblik: 
O (£) = 0, e7B' cos ot. 
Uvrštavanjem rješenja u jednadžbu dobivamo: 


_ 3B%2, Vse 9B 


2b  64R2m?' 


Vodimo da za: B4 < 
Kritično gušenje. 


imamo prigušeno titranje, a kada je magnetsko polje jače imamo 
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2.99. Riješite prethodni zadatak zamijenivši otpor R kapacitetom C. 


B> Budući da su kondenzator i šipka u kojoj se inducira elektromotorni napon paralelno vezani, 
ondaje U = U. 

2. 
UG) =U(Q) = DOC = > Q. 


Struja koja će nabijati kondenzator jest: 


: dQ CBbž .. 
Medo 277 
Moment sile, zbog te struje u magnetskom polju, na štap oko točke 0 bit će: 
> > > > 204. 
Mal = [7x adi x Bi = o 8. 
Taj moment i moment zbog težine štapa djeluje na rotaciju štapa: 
274 ma 
"E sine + Lo = —g6. 
4 
Tako dobivamo diferencijalnu jednadžbu za 0 = 0: 
» (mbg  CB?* mgb o _ 
8( 3 + 4 ) + rase 0. 


Rješenje te diferencijalne jednadžbe daje periodičko titranje: 
8) =0, cos wt, 
gdje je: 


i / 6mg 
= P 4mb + CB26% 


2.100. Za mjerenje magnetske susceptibilnosti malih uzoraka 
(dimenzija reda veličine milimetra) upotrebljava se tzv. 
Faradayeva metoda. Uzorak se nalazi u jakom mag- 


netskom polju H. Ono je nehomogeno na takav na- 
čin, da je produkt polja i njegove promjene po verti- 
kali, tj., H 2 konstantan. "Takvo magnetsko polje 
postiže se posebno oblikovanim nastavcima polova ma- 
gneta. Kada je magnet uključen, osim sile teže, na 
uzorak djeluje i dodatna sila u smjeru gradijenta po- 
lja. Ta prividna promjena težine mjeri se osjetljivom 
vagom. 


a) Pokažite da u ovoj metodi za specifičnu magnetsku susceptibilnost (po je- 
dinici mase) vrijedi ovaj izraz: 


x F, zla MoF, 
me dH dB 
mugo o mBo- 
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Tu je m masa uzorka, F, dodatna sila na uzorak zbog djelovanja gradijenta 
magnetskog polja, B, magnetska indukcija vanjskog magnetskog polja u 
vakuumu na mjestu gdje se tokom mjerenja nalazi uzorak. 

b) Na sobnoj temperaturi za čisti aluminij x, = 5,3 + 1071! m5 kg-!. 
Ako u mjerenju upotrebljavamo elektromagnet tvrtke »Alpha« s karakteri- 
stičnim veličinama By =1TiB,y. = = 12 T2 mi, kolika je prividna 


promjena mase za uzorak aluminija, mase 20 mg? 


c) Ako u tom eksperimentu raspolažemo električnom vagom tipa »Cahn« 
ili »Sartorius«, kojoj je moć razlučivanja 10-? g, s kojom točnošću možemo 


izmjeriti xy, za navedeni uzorak? Neka su pogreške u H dg Zanemarive. 


Bb a) Magnetsku susceptibilnost x, (po jedinici volumena ) definiramo izrazom M =y H, gdje 


je M magnetizacija, (tj. ukupni inđucirani magnetski moment) uzorka. Ako se uzorak nalazi u 


vanjskom magnetskom polju H, ukupna magnetska indukcija u njemu bit će Ba — uoH + KoM. 


Iz B 


= uH = uoH + uox.H izlazi 


X =u—1, 


gdje je u == = relativna magnetska permeabilnost uzorka, 


o 


Proizlazi: 


Zatim 


=Moll + zA 
dW __ uM? 
dV m2 


primijenimo i 


permeabilnosti u. Slijedi: 


dW 


md io ak: 2 aL 2 E ao 
dv 7 z/ed+ zva =2/oeH +740 XvH =5HBo+-5MBo. 


Ukupna energija magnetskog polja sadržana u cijelom uzorku volumena V jednaka je: W = 


2 


2 #B.+3 MB) V. 


Potencijalna energija magnetskog polja sadržana u uzorku volumena V jednaka je razlici energije 
magnetskog polja vakuuma jednakog volumena i uzorka. Dakle: 


1 1 1 1 
VW, = 3 HBoV (Z#8 + = MBe) V = — 3 4Bo V 
W, ka lkag S XvuvH?V. 
Iz toga izraza dobivamo silu na uzorak: 

9 dH E 

A,A=— Su. W, = Xulto* H-a V, pa izlazi: 
= F, gar MF 
g dH dB, 


Mo VH 2 VB, = 


To je susceptibilnost po jedinici volumena uzorka. Specifičnu susceptibilnost xm uzorka (koja se 
obično primjenjuje u praksi) dobijemo dijeljenjem y, s gustoćom: 
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duze e. 
m sd dB s 
e mBo u 


b) Dodatnu silu F, obično mjerimo osjetljivom vagom. Budući da je vaga kalibrirana za mjerenje 
mase, djelovanje te sile registriramo kao prividnu promjenu mase. 


bo) 


XmBo m 
F, = Amg, odnosno An = ————— = 1,03 + 10-> kg 
Z Hog 
A Xa a A (Am) _ 10-58 u dasa 6 
E Mao agree 


2,101. Za mjerenje magnetske susceptibilnosti dugačkih cilindričnih uzoraka (ta- 
kođer i tekućina) primjenjuje se Gouyeva metoda. Jedan kraj uzorka nalazi 
se u homogenu magnetskom polju, H, dok je drugi 


kraj uzorka izvan polova magneta, gdje je mag- 


netsko polje nula. 
t 
Pokažite da je susceptibilnost uzorka ; 


_ 2dE = 2uodl, 
" uomH2_mB3 


gdje je d dužina cilindričnog uzorka, m masa uzor- Ž 2 
ka, a By magnetska indukcija u vakuumu homo- 


genog magnetskog polja. 


uzorak 


B- Magnetsko polje, odnosno magnetska indukcija smanjuje se od konstantne vrijednosti na 
0 


donjem kraju uzorka do nule na gornjem kraju uzorka. Gradijent nije konstantan. 


Na sloj uzorka infinitezimalne debljine dz djeluje sila (vidi prethodni zadatak): 


La: dB v a S 
I=x8Bo dz Pa dora. 


gdje je S presjek uzorka. Ukupna sila na cijeli uzorak je 


: SB3 AVA 2uoF, 
RF. = J ds = L ve Sli * Zv= = 
Jds ko Ž jedi: g 5B 


z _ 4 _ 2koFzd _ Žko F,d 
km4" SdoBi mBi 


2.102. Na slici je prikazan dio beskonačne mreže sastavljene od proizvoljnih im- 
pedancija Z, i Ž2. 


a) Nađite ukupnu impedanciju te mreže. 


b) Odredite ukupnu impedanciju Z ako je Z, zavojnica induktiviteta L, 
Z, xondenzator kapaciteta C. 


c) Nađite ukupni otpor iste takove mreže ako je Z, otpornik s otporom 
R, =40a Z, otpornik s R2 =90. 
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— a) Uzmimo da je Z ukupna impedancija mreže. Iz prve petlje vidimo da je impedancija Z, 
paralelno spojena sa sumom impedancije Z» i Z“ koje su spojene serijski : 


Ž= 2(QZ+27) 
Z+Z2+2Z 


No kako je mreža beskonačna, to je že Z', pa imamo 


—Z+VZi+422 
2+ ZZ—-ZZ=0 zo: zn 


Pozitivni predznak pred korijenom dolazi, jer je u slučaju Z, = 0, Z = 0. 


Dži z===— 


oc 
—_ioL L 02L? 
Amo +V<- 4 


0 Re Zb+ZVRFa4RR, — 4320. 


2.103. Na slici je prikazan skup krivulja AF----> 
za karakteristične veličine u krugu u Blob 
kojem su serijski spojeni izvor pro- Cc : 
mjenljiva napona i otpornik. 
Odredite krivulju koja odgovara stru- 
ji, koja naponu, a koja snazi. Koliki 
napon pokazuje voltmetar? Koliku 
struju pokazuje ampermetar? Kolika 
je srednja snaga? 


>pčra--. S 


a o (aka 
m 


> Na otporu struja i napon su u fazi, a u svakom trenutku vrijedi Ohmov zakon: U (0) = 
*£(2). Snaga je dana izrazom: 


PO=i#? OR = UQ) :1(1). Iz tih relacija skrije da krivulja a može odgovarati na- 
ponu, 2 struji, ac odgovara snazi. Voltmetri (ampermetri) mjere efektivnu vrijednost napona 
(struje), ti. iznos korijena iz srednje vrijednosti kvadrata: 


T 
- 17/4 2 ma meme. 
U, = nju Od = zi te=ps 
Lf A.B_G 
Pais rJio- uoe=.>=2 
0 
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2.104. Na slici je prikazan skup krivulja za 
karakteristične. veličine u krugu u kojem 
su serijski spojeni izvor promjenljiva 
napona i zavojnica. 


Odredite koja krivulja odgovara na- 
ponu, koja struji, a koja snazi. Kolika 
je srednja snaga? Ako je frekvencija 
izmjeničnog napona w, a induktivitet 
zavojnice 1, kolika je induktancija? 


b Za serijski spojen izvor i zavojnicu možemo napisati jednakost U (D) = U,, gdje je UL = 
re L dijdr, pa tako dobivamo diferencijalnu jednadžbu: Up cos ot — Ldijdt = 0. Rješenje te 
diferencijalne jednadžbe je: 


(G= Um Cos (Wt — 1/2). 


U(U) = U sincewt 
Lo tao) 


Vidimo da struja zaostaje u fazi za naponom za z/2. Da- 
kle, krivulja a odgovara naponu, b struji, a csnazi, Sred- 
nja snaga jednaka je nuli. 

Iz poopćena Ohmova zakona zaključujemo da je induk- 
tancija KL = 0L 


2.105. Izvor sinusoidalnog napona efektivne vrijednosti U., = 220 V i frekven- 
cije v == 50 Hz vezan je u krug struje sa zavojnicom induktivnosti L = 
= 12,732 mH. Omski otpor zavojnice je R =3 1. 


a) Kolika se toplina razvija u zavojnici tokom jedne sekunde i kolika struja 
teče krugom? 


b) U krug struje serijski uključimo promjenljivi kondenzator. Koliki je 
kapacitet kondenzatora kada se energija najviše gubi na Jouleovu toplinu? 
Koliku toplinu tada razvija zavojnica u jednoj sekundi? 


c) Kolika struja teče krugom u slučaju b) i koliki je efektivni napon na kon- 
denzatoru i zavojnici? Da li je moguće da naponi na tim elementima budu 
veći nego na izvoru? 


B> a) Impedancija toga kruga je: Z = VR? + X£, gdje je Xu = 0L. 
P = Ua cos p = U, 
U toplinu tokom jedne sekunde pretvori se 5,8 kJ. 


b) Struja koja teče krugom iznosi: ix = U«/Z = MA. 


5 : U. R 
P= Ua 2 COS P = REF (Lo — Co 
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Taj izraz ima maksimalnu vrijednost za C = 1/Lo? = 0,8 mF. 
P= ULR = 16,13 kW. 
U toplinu se u toku jedne sekunde pretvori. 16,13 + 105]. 
C) fa = UR = 73 3A. 
: te 
U = Xola= Tara = 73,3 + 4 = 239V, 


U =L0ig = 73,3 *5=367V. 


Efektivne vrijednosti napona na pojedinim elementima veće su od napona na izvoru, ali trenutne 
vrijednosti napona uvijek zadovoljavaju relaciju.: 


U) =U.)+U.(D. 


2.106. Pokažite da je nemoguće formirati elektrostatsko polje u kojem su silnice 
paralelne a gustoća im raste u smjeru okomitu na silnice. 


PB Prikažimo matematički takvo polje. Neka su silnice orijentirane duž osi x, a gustoća neka im 
raste duž osi y: 


E = ayi. 
Rotor te vektorske funkcije daje: 
> (02 o > 2 d(a)>_ 
7xE- (zi a BRE k)x oB=- PE ak £0 


Budući da je VxE s& 0. Slijedi da to vektorsko polje nije konzervativno. 
Pokažimo to i u integralnoj formi. Promotrimo $ E . dl po krivulji C, koja ide uzduž osi x do 
c 
Ti (X1>0), pa po pravcu na točku T2 (X1,91), vraća se do osi y u točki T; (0, y,) i vraća se uzduž 
osi y u ishodište (0, 0) (put ima oblik pravokutnika). 
X1 Yi 0 
PE: di= [(ood-Tds+ [ (99 -Fdy + [ayi BG d+ 
0 6) Xi 
0 
+ [ayi +jdy=0+0—a+0= -—aixXr 
Ji 
b E dl £ 0. Cirkulacija je različita od nule, što znači da polje nije konzervativno. 


c 


Polje točkastog naboja je konzervativno (rad po kružnom putu u takvom polju je nula). Nadalje, 
iz principa superpozicije proizlazi da se svako elektrostatsko polje može formirati iz točkastih 
naboja, pa je, prema tome, svako elektrostatsko polje konzervativno: 


PE-di=o,ili VxE=0. 
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2.107. Zadane su komponente vektorske funkcije: F7\=3x;F, =4y?%, F,=22. 
a) Pokažite da ta funkcija može predstavljati elektrostatsko polje. 


b) Ako je to elektrostatsko polje, kolika je gustoća naboja u točki T(0,1,1)? 


BR 
Bb a) Elektrostatsko polje je konzervativno polje i mora vrijediti: rot F = 0. Pokažimo da naša 
vektorska funkcija zadovoljava taj uvjet: 


> >/0 2 >/(0 2 > (93 o _ 
etF-I (A-8) +) (Graza) +k(GB-358)-0. 
Prema tome, naše vektorsko polje je konzervativno pa može predstavljati elektrostatsko polje. 


b) Da bismo izračunali gustoću naboja u nekoj točki, koristimo se Gaussovim zakonom u dife- 
rencijalnu obliku: div E = o/eg. 
LE (obu a > 2 Ri md 
OLD=eodvčk=e(zri+ 3+ gb) Bi+RTA Pih = 
=(3+8+4)t0=15& =1,3 -10-/9 Cm-3. 


2.108. Iz Maxwellovih jednadžbi u diferencijalnom obliku: 


vxE= pleo — Gaussov zakon za električno polje 
VxB=0 — Gaussov zakon za magnetsko polje 
VxE = 52 — Faradayev zakon 

NaS = JE sa 

V XB = 805, + Moj — Ampčreov zakon, 


služeći se pravilima vektorskog računa, pokažite da su električno polje i 
magnetsko polje (u prostoru gdje nema naboja) opisani valnom jednadžbom : 
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SP —grzav-o 


gdje je v brzina širenja vala. 
Pokažite da se taj val širi u vakuumu brzinom svjetlosti! 


> U prostoru gdje nema naboja (i struja) Maxwellove jednadžbe imaju ovaj oblik: 


VxZE=0 (1) 
VxB=0 (2) 
VxE=- (3) 
V XB = Boo zr (4) 
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Na jednadžbu (3) djelujemo rotorom slijeva: 


> > > > 


VxVxBD=V (SY :B-VE=-v*E=-AE 


2E 


o > 
= rao XB) = — uo€o NEI 


U navedenim izrazima uzeli smo u obzir jednadžbe (1) i (4). 
Izjednačavajući lijevu i desnu stranu jednadžbe (3), na koju smo djelovali rotorom, dobivamo: 


> E 
AE > iočo Era = 0, 


što je upravo valna jednadžba gdje je: 


1 4n + 10:9 
= UZ 72._3.108 Sla 
ez*-V Mao ree r 


Djelujući rotorom slijeva na jednadžbu (4) i uzimajući u obzir (2) i (3), dobivamo: 


> 22 B 
AB — po&o 52 =0 


2.109. Na osnovi prethodna zadatka pokažite da u svakoj točki u kojoj titra elek- 
trično polje titra i magnetsko polje okomito i na električno polje i na smjer 
širenja. Nađite odnos brzine električnog i magnetskog polja. Pretpostavite 
da je zadano titranje električnog polja. 


E(y,) = Ex Sin(ky — ot) i. 


Pokažiie također da električni i magnetski (elektromagnetski) valovi nisu 
longitudinalni. Koristite 4. Maxwellovu jednadžbu. 


> Jednadžba (4) iz prethodna zadatka daje za zadano električno polje: 


> ->/0B, oB, 
— Uoćo0% Eg Cos (ky — 0) il Pakala“ ) (1) 


> > 
Iz navedene diferencijalne jednadžbe trebamo izračunati B. Lako je vidjeti da je rješenje B = 
> 
= Bog Sin (ky — ot) k. Uvrštavanjem u gornji izraz dobivamo: 


(0) 1 
a Eo = ri Ea == Box (2) 


1. Iz toga možemo zaključiti da električno i magnetsko polje titraju u fazi i da putuju zajedno — 
elektromagnetski val. Rješenja su sinusni valovi bez pomaka u fazi. 


2. U zadatku smo imali da električno polje putuje u y smjeru (i magnetsko, to smo dobili kao 


rješenje), a titra u smjeru osi x, dok magnetsko polje titra duž z osi. Na osnovi relacije (2) 
možemo zaključiti: 
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3. Iz relacije (1) lako možemo zaključiti da ne možemo imati val oblika: 
E(x,f) = Eg, sin (ke — otji, 


m 
tj. longitudinalni val, jer ne možemo konstruirati takav B, koji bi zadovoljavao jednadžbu (1), a 
ujedno i valnu jednadžbu. Znači, elektromagnetski valovi su transverzalni valovi koji se šire brzi- 
nom c=3-105ms-!. 


2.110. Električni titrajni krug sastoji se od kondenzatora kapaciteta C = 100 pF 
i s njim u paraleli spojena solenoida induktiviteta L = 0,1 mH. Maksimalni 
napon na kondenzatoru je U = 1 mV. 


Da li je za opisivanje tog sistema potrebno primijeniti zakone kvantne fizike ? 


> Kriterij za ocjenu kada je potrebno primijeniti zakone kvantne fizike je ovaj: Ako je u sistemu 
koji promatramo fizikalna veličina koju nazivamo djelovanje (dimenzija: energija X vrijeme) 
mnogo veća od Planckove konstante # = 6,63 + 107 J s, tada se koristimo zakonima klasične 
fizike, a ako je ređa veličine A, zakonima kvantne fizike. 

U našem slučaju prirodna veličina koja bi odgovarala djelovanju, bila bi energija sistema X period 
titranja (dimenzija: energija x vrijeme, ili jedinice J s). 


Zou: *2a V CL = 3,14 + 10-2515. 


Vidimo da je djelovanje u ovom sistemu mnogo veće od Planckove konstante pa ne moramo pri- 
mijeniti zakone kvantne fizike. 
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izd ćnmomatk Lao 


OPTIKA 


3.1. Lastavica poleti s vrha stabla visine # = 10 m koje je na rubu jezera te pre- 
leti jezero i zaustavi se na obližnjem tornju visine H = 100 m. U toku svog 
leta lastavica dotakne površinu jezera u nekoj točki. 

a) Ako je udaljenost između stabla i tornja L = 500 m, nađite kojim putem 
bi trebala letjeti lastavica na opisani način da pri tome utroši najmanje vre- 
mena. 

b) Ako je prosječna brzina leta lastaviče 36 km h-!', za koje najkraće vri- 
jeme ona bi prevalila taj put? 

c) Zadatak riješite pomoću zakona geometrijske optike i pokažite geometrij- 
skom konstrukcijom da je to zaista najkraći put te vrste. 


Bb a) Uzmimo da lastavica takne jezero u točki udaljenoj na x od stabla. Ukupno vrijeme leta 
podijelimo u dio dok takne jezero i dio nakon toga: 


rT=t,+t 
jele g mano 
Gola van)" (1) 
do ovlYy+re Vač+aL—x)? 


Xmin = 45.45 m. 


Lastavica bi, dakle, trebala letjeti pravocrtno s vrha stabla do točke udaljene za x = 45,5 m od 
stabla na površini jezera a zatim pravocrtno do vrha tornja, 


b) Tmin = 2 (Vaz + Xhin + Va? HB L za Xmin)“ su 51,2 S. 


c) Prema Fermatovu principu svjetlost se širi takvim putom za koji je potrebno minimalno vri- 
jeme. Put lastavice odgovara putu zrake svjetlosti s vrha stabla koja se reflektira u točki x jezera. 
Korištenjem zakona refleksije u geometrijskoj optici nalazimo: 


Lu= ir sinu = sinr 
x L—x 

ViZ+ae VHt+(L=-»x 
To je ustvari jednadžba (1) pa je i rješenje zax isto —H 
kao u a) zadatku. h 
Iz ove konstrukcije, vidimo da je u slučaju refleksije PKI 
u x, put zrake svjetlosti (lastavice) doista. najkraći, ss 
jer svaki drugi put preko točke x“ čini zajedno s (pro- H1 i osi 
duženim) putom kroz x trokut, a zbroj dviju stranica loo 
je uvijek veći od hipotenuze trokuta, L* 
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3.2. Pješak se nalazi u točki A ceste koja nakon 42 m zavija pod pravim kutom. 
On želi stići u točku B udaljenu 36 m od zavoja, kao što je prikazano na slici. 
Brzina gibanja pješaka po cesti je vi = 1,5 ms-!, a po poljuv, ==0,9m s-!. 


a) Nađite na koji se način mora gibati pješak 
da bi u najkraćem vremenu stigao iz A u B. 


b) Koliko (minimalno) vrijeme bi mu za to 
bilo potrebno, a koliko vrijeme bi mu trebalo 
ako bi išao dijagonalno iz A u B? 


c) Zadatak riješite primjenjujući zakone geo- 
metrijske optike. 


—> a) Uzmimo da na udaljenosti x prije zavoja pješak skrene u polje i dalje se giba pravo- 
crtno prema B. Ukupno vrijeme potrebno da stigne u B se sastoji od dva dijela: 


r=th+t+i 

_42—x_ Vx2+367 
&=-15 109 
de 20 o. 
da ITV 


min = 27 m. 
Pješak treba skrenuti 27 metara prije zavoja u polje da bi u najkraćem vremenu stigao u B. 
b) Tmin = 60 s 
Ta = 61,55. 
Pješaku bi trebalo 1,5 s više ako bi išao najkraćim putom iz A u B. 
c) Problem je ekvivalentan lomu zrake svjetlosti (vidi sliku) u geometrijskoj optici pa imamo: 
sinu _ Vi | 


sin / Va 


Zapravo, to je totalna refrakcija, pa je s == 90", tj. sin] = = = 0,6 
1 


I=3T 
Nadalje je po slici x = 36 tgl = 27 m, što je isto kao u a) zadatku, 


3.3. Uzmimo da se neki predmet nalazi na dnu bazena ispunjenog vodom sa- 
vršeno mirne površine. Zrake svjetlosti koje polaze iz bilo koje točke pred- 
meta dolaze do površine vode gdje se lome i nastavljaju put u zraku. 


a) Pokažite da se produžeci lomljenih zraka ne sijeku u jednoj točki. 


b) Zašto i pored dobivena rezultata vidimo dno bazena i predmete na dnu 
jasno, tj. svaku točku kao točku, a ne razmazanu mrlju. 


—> a) Treba pokazati da pravci određeni lomljenim zrakama svjetlosti u zraku nemaju zajedničku 
točku. Zato se koristimo činjenicom da pravci određeni zrakama svjetlosti u vodi imaju zajedničku 
točku, a zatim ćemo pokazati da to isključuje mogućnost da lomljene zrake u zraku (njihovi pro- 
dužeci) imaju također zajedničku točku. Situacija je prikazana na slici, 


Pravci u vođi su određeni jednadžbama: 


rv=xtgli +c, 
v=axtgl, +c2 (1) 
v=xtgls +; 


gdje su c, cz ćz odsječci na osi y za x = 0. Uvjet da 
ovakav sistem linearnih jednadžba ima zajedničko 
rješenje jest da determinanta sistema iščezava: 


ltglici 
1 tg l Ca| = 0 
1tgl, c 


što je očito ispunjeno, jer tri pravca imaju zajedničku točku S. Analogno, jednadžbe pravaca od- 
ređenih zrakama svjetlosti u zraku slične su sistemu (1), samo su kutovi /,, 12, Ia zamijenjeni ku- 
tovima #,, 2 i #3. Uvjet da se i ti pravci sijeku u jednoj točki jest: 


1tguiCi 
1tgu2c2 =0 
ltgus cs 


Kako ta determinanta ima dva stupca jednaka kao i ona za pravce u vodi, uvjet za iščezavanje je 
da im preostali i (drugi) stupci budu jednaki ili proporcionalni: 


tE4i O. | a Le 
3 


tg sl, tgl, tgls 


što općenito nije ispunjeno. Naime, iz zakona loma izlazi: 


sinu, _ sinu, _ sinus 
sin ži sin 2 sin Za ? 


a to je ispunjeno i za tangense samo u dva posebna slučaja i to # = 1 (nema vode, tj. granice sred- 
stava) ii uy =u =u3 =0 


b) U formalnom rješenju ovog zadatka ne pazi se na dvije činjenice. Prva je da je otvor (zjenica) 
oka vrlo uzak u usporedbi sa svakom razumnom udaljenosti oka od predmeta koji se promatra 
tako da zapravo oko upotrebljava samo veoma uski snop zraka koje dolaze iz pojedine točke pred- 
meta te, prema tome, situacija nimalo ne nalikuje onoj na slici. 


Nadalje, ljudsko oko je leća i ono fokusira sve zrake iz jedne točke u točku. 


3.4. Kupač stoji na rubu bazena i promatra njegovo dno. 


a) Kako ovisi prividna dubina bazena d o kutu u koji zatvara linija gledanja 
kupača s okomicom na površinu vode? 


b) Nacrtajte prividnu dubinu bazena u ovisnosti o kutu u ako je stvarna 
dubina stalna i iznosi D = 2 m a indeks loma vode je u = 4/3. 


Bb a) Na slici prikazane su dvije zrake koje dolaze iz točke S na dnu bazena, a njihovi produžeci 
iz zraka sjeku se u S“ gdje nastaje prividna slika tog dijela dna. 

Kako u ljudsko oko zbog ograničenog promjera zjenice može stići samo vrlo uski snop zraka iz 
jedne točke, to će kutovi Az i A] biti vrlo mali. Vezu između D i d možemo naći iz trokuta ACB 
i ACB. Uzevši u obzir da je AC = AS Ala AC" = AS. Au, nakon izjednačenja izraza za 
dužinu AB (koji se dobiju iz ACB i AC'B) nalazimo: 


D d 
cosT O rosta o X: 
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Nadalje, iz zakona loma za te dvije zrake: 


snu sin (u + AW_, 
sin / : sn(1+AD : 


Uzevši u obzir da su Au i A? vrlo maleni, nalazimo: 
Aucosu=anAlcosi. (2) 


Kombiniranjem (1) i (2) dobijemo: 


D ocoosšu _ D Cos? u 
A co] on sinž u \3/2 * (9) 
(1 1 


b) Uvrštenjem u = 0" 15% 30", 45%, 60%, 75% i 
90" u jednadžbu (3) zaključujemo da dubina bazena 
izgleda manjom ako se gleda pod većim kutom # 
kao što je prikazano na slici. To seu praksi doista 
opaža tako što u kutu u = 90" odgovara besko- 
načna udaljenost promatrača te prividna dubina 
nikada potpuno ne iščezava, 


== u om o o o o o ma e 


3.5. Paralelne zrake svjetlosti koje dolaze iz zraka na 


reflektirajuću površinu koja ograničava sredstvo 
s indeksom loma n fokusiraju se u točki F toga 


sredstva kao što je prikazano na slici. 


a) Nađite jednadžbu za obris te površine 


6) Nacrtajte grafički tu krivulju uzm => i / = 


== 0,1 m te kažite koja je to krivulja. 


Bb a) Dvije zrake svjetlosti 1 i 2 moraju istodobno stići u točku 
F. Radi jednostavnosti stavimo ishodište pravokutnog koordinat- 


nog sustava u točku P sa x osi u smjeru zrake 2. Tada imamo: 


ZG AvETOV-2j 
ny +e —x?——x) =0 


>+e>VG=DEf-GFD) 


(D) 
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b) Vidimo da je krivulja elipsa kojoj je centar pomaknut za x = 0,06 m. Jednadžba (1) se zaista 
može transformirati u oblik: 


yim 


RJ E 
F? ši i 
E +1 
n 
koji je jednadžba elipse s centrom u x = = = 0,06m. 
za 


3.6. Svjetlost iz izvora svjetlosti S prolazi kroz leću indeksa loma 7 = 1,6 i for- 
mira sliku u točki P kao što je prikazano na crtežu. Debljina leće u sredini 
je d=2 cm a udaljenost SC = CP = 
=([=1m. 


a) Nađite ovisnost debljine leće b o 
visini AZ pomoću Fermatova principa. 


b) Nađite maksimalnu moguću visinu H 
(mjerenu od središta) te leće 


c) Korištenjem relacije izvedene u a) 
zadatku nađite debljine leće b za ne- 
koliko različitih vrijednosti A te nacrtajte 
tu leću. 


B> a) Prema Fermatovu principu sve zrake svjetlosti koje idu iz izvora S kroz leću moraju isto- 
dobno stići u P. Promotrimo vrijeme potrebno da zrake 1 i 2 s crteža stignu iz S u P. 


po 2VT= B[2)7 + 1+ bu MRA KICE) 
pot? e E 


Izjednačivanjem tih dvaju vremena nalazimo kvadratnu jednadžbu za b: 
(1—m2)bž — 4 —2knj)b +42 +42 — 2 =0 (1) 


gdje smo sa & označili 2/ + d(n — 1). Rješenje te ješnadžbe je: 


21 + d = Id a DrI4RGEFDI 
pje a DIG De G+ DI (2) 
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b) Stavimo li b = 0 (debljina leće pri vrhu bi u tom slučaju 
bila nula) u jednadžbu (1), nalazimo: 


mE H=+e>Ve-Dd+rda=Di 


H=0/1m. 


c) Pri traženju debljine leće o treba upotrijebiti jednadžbu 
(2), ali sa pozitivnim predznakom pred korijenom. Naime, 
ako u (2) stavimo k = 0, tada dobijemo debljinu leće u sre- 
dištu č = d samo ako je predznak pred korijenom pozitivan. 
Leća je prikazana na slici. 


3.7. Tipično ljudsko oko može se fokusirati na predmete udaljene između 0,10 m 
i beskonačnosti. 


a) Ako je minimalna daljina jasnog vida nekog dalekovidna oka 1,5 m, kakvu 
leću treba metnuti ispred tog oka da bi ono jasno vidjelo i predmet udaljen 
0,25 m? 


b) Ako je maksimalna daljina jasnog vida nekog kratkovidna oka 2 m, kakva 
je leća potrebna da to oko jasno vidi i predmete u beskonačnosti ? 


> a) Kod takvog oka samo predmeti koji su dalje od 1,5 m daju sliku (S) u području oka koje 
5 je osjetljivo na svjetlost. Potrebna je, dakle, leća koja će napraviti sliku predmeta 1,5 m ispred 
, oka, a ta slika bi služila kao predmet za oko kao što je prikazano na slici. 


Uzmemo li tanku leću, tada iz: 


1 1 1 b 
= Es o 1 
E 3 (1) >>> 
na ' rss S 
uvrštenjm a =025m, b=—15m nalazimo 7-—-__4% e 
žarišnu udaljenost te leće f = 0,3 m. Potrebna je 
dakle konvergentna leća jakosti / = Ki = 333m, M 


b) U ovom slučaju potrebna je leća koja će sliku 
predmeta iz beskonačnosti formirati barem u mak- 
simalnoj daljini jasnog vida (2m ispred oka), kao 
što je prikazano na slici 


Uvrštenjem a = o, b= —2m u jednadžbu (1), 
nalazimo žarišnu udaljenost te leće f= — 2m. 
"To je divergentna leća jakosti 0,5 m-!. 


191 


3.8. Slika predmeta koji je udaljen 10 m od objektiva fotoaparata na filmu je 
visoka 3 cm. Kada je isti predmet udaljen 6 m, tada je njegova slika visoka 
5,02 cm. Nađite: 


a) kutno povećanje objektiva; 
b) žarišnu udaljenost objektiva; 
c) visinu predmeta koji je sniman. 
> 2) Nastajanje slike u fotoaparatu može se pojednostavljeno prikazati ovim crtežom 
Kutno povećanje M definira se kao: 
M=2, 
vla 


U našem slučaju ti su omjeri (tangensi) isti, pa je M = |, 
odnosno za dva zadana položaja predmeta vrijede re- 


lacije: y ' y 
E: M 
Gi bi i 
(1) 
s1_3 g : 
a2 b2 ; 
b) Uzmemo li da je objektiv leća žarišne udaljenosti f, imamo: 
LL1_4 
đ1 bi If 
(2 
1 1 1 
dea 


Kombiniranjem (1) i (2) nalazimo: 
U 7 
i= m ia e Sij 20,06 m, 
92 —Ji 
c) Iz jednadžbe (1) imamo: y =)1 i 
1 


Uvrštenjem izraza za b, iz (2) nalazimo: y = y1 mr aa sE, 


3.9. Neki dalekozor se sastoji od objektiva jakosti I, = +10 m-* i okulara 
jakosti I» = — 25m-!. 
a) Nađite udaljenost između objektiva i okulara kada se promatra udaljeni 
predmet okom akomodiranim u beskonačnost. 
b) Za koliko i u kojem smjeru treba pomaknuti okular ako je oko akomodi- 
rano na minimalnu daljinu jasnog vida (d = 25 cm)? 
d) U kojem smjeru u odnosu na njegov položaj u prethodnom dijelu zadatka 
bi trebalo pomaknuti okular da se promatranje vrši dalekovidnim, odnosno 
kratkovidnim okom akomodiranim na njegovu minimalnu daljinu jasnog 
vida. 
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> 2) Zrake svjetlosti koje dolaze na objektiv iz udaljenog predmeta možemo smatrati paralelnim. 
Nadalje, zrake koje dolaze iz okulara na oko akomodirano u beskonačnost moraju također biti 
paralelne. Raspored objektiva i okulara treba dakle biti takav da su žarišta obje leće u istoj točki. 
Tada je udaljenost objektiva od okulara: 


L=fitJf2 


B l gat de i . 
Kako je /= F uvrštenjem vrijednosti 7, i 1,, nala- 


zimo L=6cm. 
b) Raspored leća u ovom slučaju je prikazan na slici. 
Jednadžba konjugacije okulara je: 

1 1 i df, 


sie (22 5d zao ; 
a d ra odnosno a d rs fa 


Uvrštenjem podataka za d i f nalazimo a = 4,76 cm. 
Prema slici L! = f, — a = 5,24 cm, tj. okular treba približiti objektivu za 0,76 cm. 


C) Iz b) zadatka slijedi da je za manju vrijednost d veći a i obratno. To znači da će za kratko- 
vidno oko trebati još približiti okular objektivu, a za dalekovidno oko udaljiti ga od objektiva. 


3.10. Neki teleskop ima žarišnu daljinu f = 150 m. 
Odredite razmak između slike neke udaljene zvijezde dobivene tim teles- 
kopom i slika: 
a) Mjeseca (udaljenost od Zemlje do Mjeseca je približno 3,8 + 10% m), 
b) umjetnog satelita udaljenog 500 km od Zemljine površine. 


c) Nađite promjer slike Mjeseca ako za promatrača na Zemlji promjer 
Mjeseca zatvara kut a = 30. 


B> Primjenom jednadžbe tanke leće, jer je žarišna daljina vrlo velika, mogu se odrediti položaji 
slike sva tri objekta. Pri tome će slika zvijezde nastati u žarištu F. Jednostavnije je međutim upo- 
trijebiti jednadžbu tanke leće za relativne udaljenosti predmeta i slike prema žarištu. Tu jednadžbu 
možemo naći iz slike: : 


Prema slici vrijedi: 


> MO: APO. JO: (1) 


gdje su y iy'" visina predmeta i slike, a x i x" udaljenost 
predmeta i slike od žarišta. Kombiniranjem tih re- 
lacija nalazimo: 


xx =/f2, (2) 
Uvrštenjem zadanih veličina dobivamo: 
a) sm 226 + 10-5 m = 0,06 mm 
b) ks =4,5 10-2 m = 4,5 cm. 


€) Promjer Mjeseca je yu = Xu tg a = Xu a. Pomoću relacije (1) nalazimo da je promjer slike Mje- 
sea yu=fa=i13im. 
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3.11. Odredite položaj slike koju daje optički sistem sastavljen od konkavna zrcala 
žarišne daljine 20 cm i konvergentne leće iste žarišne duljine ako je razmak 
među njima 30 cm. Predmet se nalazi na udaljenosti 40 cm od leće. 


B> Prva slika koju daje leća nalazi se na udaljenosti 40 cm od tjemena na suprotnoj strani tj. 10 cm 
iza zrcala, pa je to imaginaran predmet za zrcalo. Zrcalo će davati sliku na udaljenosti 6,67 cm od 
tjemena, i to će biti realna slika. Međutim, to neće biti slika koju daje sistem (razmislite zašto). 
"Ta slika bit će predmet za leću, a slika će biti na udaljenosti 140 cm od tjemena leća na strani 
gdje je predmet. 


3.12. Sistem leća sastoji se od konvergentne leće žarišne daljine fy = 10 cm i di- 
vergentne žarišne daljine f» = 8 cm, a razmaknute su za d = 20 cm. 


Odredite položaj i prirodu slike te povećanje ako se predmet nalazi na uda- 
ljenosti a = 15 cm od konvergentne leće, tj. 35 cm od divergentne. 


Nacrtajte hod zraka. 


b Primjenom jednadžbe konjugacije za tanku leću dobivamo da se slika koju daje konvergentna 
leća nalazi 10 cm iza divergentne i ona je imaginaran predmet za tu leću. Slike toga predmeta, 
tj. slika te slike nalazi se 40 cm od divergentne leće, odnosno 20 cm od konvergentne na strani 
gdje se nalazi predmet P, i slika je imaginarna. Ukupno povećanje je osam puta, 


Prvo nacrtajmo sliku koju bi davala konvergentna leća da nema divergentne leće (zraka 1 i 2). 
Stavljanjem divergentne leće znamo kako će se lomiti zraka 1 (kao da ide iz žarišta), ali ne znamo 
za zraku 2. Zato uzmimo zraku 3 koja prolazi točkom 02 kada nema divergentne leće, a daje sliku 
S , (crtamo, dakle, od V, preko 02 na A, a od A na Vy). Stavljanjem divergentne leće bod te zrake 
se ne mijenja. Sada u produžetku zraka 1 i 3 nacrtamo u njihovu sjecištu V ,, tj. time određujemo 
položaj slike sistema S2. ' 


3.13. Objasnite kakvu ulogu u pojavama refleksije i loma svjetlosti ima koherent- 
nost, 


> Međudjelovanje upadnog vala svjetlosti (fotona) s elektronima i ionima sredstva dovođi do po- 
buđivanja titranja drugog reda. 'Ta titranja su međusobno povezana u fazi s obzirom na to da su 
uzrokovana istim upadnim valom. Dakle, ona su koherentna i upravo interferencija među njima, 
tj. njihovim zračenjem, uzrokuje spomenute pojave. 
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3.14. Objasnite kako to da ronilac vidi objekte pod vodom neizmijenjene boje, 
iako se brzina i valna dužina svjetlosti u vodi smanji 2 puta. 


Oko stvara osjet boje kada su njegovi osjetljivi elementi pobuđeni svjetlosnim valom određene 
frekvencije. Poznato je međutim da se frekvencija valova svijetlosti ne mijenja pri prelazu iz jed- 
nog sredstva u drugo, tako da nema razloga da vidimo različite boje ispod vođene površine. 


3.15. Da li i valovi zvuka u zraku kao i svjetlost podliježu ovim pojavama: 
a) refleksiji, b) lomu, c) interferenciji, d) difrakciji e) polarizaciji? 


> Pojave a) do d) objašnjavaju se valnom prirodom svjetlosti i ne ovise o longitudinalnoj ili 
transverzalnoj prirodi vala, pa tako, postoje i za zvuk. 

Pojava e) se međutim događa samo za transverzalne valove, tako da za valove zvuka u zraku 
ne vrijedi. 


3.16. Paralelan snop zraka bijele svjetlosti pada na prizmu vršnog kuta A = 30“ 
okomito na jednu plohu. 


Koji kut zatvaraju ljubičasta i crvena svjetlost 
pri izlazu iz prizme ako je indeks loma crvene 
svjetlosti n. = 1,37 a ljubičaste my = 1,42. 


BD Upadni kut zraka na drugu plohu prizme je A. 
Primjenom Snellova zakona dobivamo: 
sin B =nsin A 
sin B. = 0,685 = fi, = 43,24? = 4314 
sin Bi = 0,710 >, By = 45,24" = 45%14 


sea 


3.17. Poznato je da duga nastaje kada se zrake Sunčeve svjetlosti reflektiraju u 
kapljicama vode. 
a) Nađite kut 0 za koji se zraka svjetlosti otklanja od svog upadnog smjera 
nakon jedne refleksije na unutrašnjoj površini oblika kugle. 
b) Odredite minimalnu vrijednost kuta 0 (Oy) i izračunajte vrijednosti . 
kuta O za kutove upada (4) između 0 i 90“ (indeks loma vode je u = 4/3). 
c) Rezultatima a) i b) zadatka i činjenicom da indeks loma vode ovisi o val- 
noj dužini svjetlosti A objasnite dugu. Pokažite da se centar duge nalazi na 
pravcu koji spaja Sunce i oko promatrača, a točke duge vide se pod kutom 
od oko 42“ u odnosu na taj pravac. 
d) Kojim redoslijedom su poredane spektralne boje u dugi? 
e) Možemo li dugu vidjeti kada je Sunce u zenitu? 
Bb 2) Na slici je prikazana jednostruka refleksija zrake svjetlosti na unutrašnjoj površini kapljice 
vode. Prema slici je očito da se u točkama A i C zraka svjetlosti otklanja svaki put za kut u — 1 


od svog prvobitnoga smjera. Nadalje, u točki B se otklanja za kut sr — 2/7, tako da je ukupni kut 
otklona; 


O=xam+2u—d41 
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sin u 
in/ 


O=mn+2u—4arcsin es j (1) 
n 


Primjenom zakona loma: = n nalazimo: 


b) Deriviranjem izraza (1) za & po u nalazimo da je 
uvjet za minimum: 
2 m, 4 mE 3 MMM = 0. 
V n2 — sinžu 
Sređivanjem navedenog izraza nalazimo: 
2 —— 
Cosu = + E 3 2 


Od dva moguća rješenja za u izabiremo u = 59*%24', jer kut x» ne može biti veći od 90". Tada je 
(1) Opium = 137258". 


Kada paralelni snop zraka svjetlosti (Sunčeva svjetlost) upada na kapljicu vode, mogući su svi 
kutovi upada u od 0 do 90“. U tablici su prikazani kutovi otklona O koji odgovaraju raznim vri- 
jednostima kuta u, 


u 0 20" 40" 50* 55? 60? 65" 70% 80" 90* 
O 180% 160,6 144,7% 139,7* 138,4" 138" 138,7 140,8 149,6* 165,6" 


Vidimo da se u relativno širokom rasponu kutova upada 55* < u < 65" kut otklona vrlo malo 
promijeni (A O < 1"), tj. sve zrake koje upadnu u gornjem intervalu kutova # biti će reflektirane 
gotovo paralelno. Druge zrake bit će međutim reflektirane u različitim smjerovima, 


c) Prema b) zadatku intenzitet Sunčeve svjetlosti koja 
se reflektira na kapljicama vode bit će maksimalan za 
kut otklona O e 138%. Mogli bismo time očekivati 
pojavu svijetlog poluprstena kao posljedicu refleksije 
Sunčeve svjetlosti na jednoliko raspoređenim vodenim 
kapljicama. Međutim, indeks loma vode ovisi (veoma 
slabo) o valnoj dužini svjetlosti, a kako je Sunčeva 
svjetlost sastavljena od boja spektra, to će se kutovi 
maksimuma refleksije za različite boje (valne dužine) 
malo razlikovati, pa će duga pokazivati spektralne boje. 
Jednostavnom konstrukcijom lako se uvjeriti (slika) 
da je središte duge na pravcu određenim Suncem i 
ljudskim okom, te da se centar duge vidi pod kutom 
približno 42“ prema tom pravcu. 


d) Za ljubičastu svjetlost indeks loma je najveći, pa će ona biti i najviše otklonjena, tj. nalaziti 
će se na unutrašnjem rubu duge. Obrnuto, crvena svjetlost će se nalaziti na vanjskom rubu duge, 
Ostale boje nalazit će se između crvene i ljubičaste, prema njihovu poretku u spektru. Ukupni kutni 
raspon duge je oko 2". 


e) Duga se može opaziti samo kada se Sunce ne nalazi više od 42" iznad horizonta. Dakle, na 
našoj geografskoj širini nije moguće opaziti dugu kada je Sunce u zenitu. 


3.18. Na slici je prikazan princip' rada Michelsonova interferometra. S“ je polu- 
propusno zrcalo postavljeno pod kutom 45% na upadni snop zraka svjet- 
losti iz izvora I (He-Ne laser, A = 0,6328 um). Slike izvora I u zrcalima 
S, i S, služe kao virtualni izvori svjetlosti koja stiže na zastor Z. Uzmimo 
da su u početku optički putovi L zraka svjetlosti od virtualnih izvora I“ (S,) 
il" (S2) do središta zastora Z strogo jednaki. 
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a) Nađite udaljenost d za koju treba po- 
maknuti jedno od zrcala S,, odnosno S, 
da bi se na udaljenosti 1, od centra zastora 
pojavio k-ti svijetli krug (maksimum inter- 
ferencije). 


b) Da li će krugovi višeg reda interferencije 
biti bliže ili dalje od centra zastora? 


c) Pokažite da je za tx, < L razlika kva- 
drata radijusa susjednih svijetlih prstenova 
(fx ?Zx+1) konstantna, tj. da ovisi samo 
o pomaku i upotrebljenoj valnoj dužini 
svjetlosti. 


> a) Položaje virtualnih izvora I' i I“ prema zastoru možemo prikazati kao na slici. Razmak 
između I" i I“ je 2d, jer pomak zrcala za d uzrokuje pomak slike za 2d. 


Budući da d mora biti mnogo manji od L, to je razlika optičkog puta za zrake iz I“ i I" koje stižu 
na udaljenost 1, od centra zastora: 


6 =2dcos 0. 


Da u nx bude k-ti svjetli prsten, ta razlika mora biti XA, tj. potrebni pomak zrcala je: 


kA 
20050 . 
Izrazimo li cos O preko L i 1, nalazimo: 
d=% e mv mea (2) 
2 VL? + rd 


b) Iz izraza (1) jasno je da će prstenovi višeg reda inter- 
ferencije A biti bliže centru zastora. 


c) Ukoliko je n << L, tada je tgO = 0 = . te cos O u izrazu (1) možemo razviti kao cos 0 = 


=1— 02/2 +... i pritom se zadržati na prva dva člana. Time (1) prelazi u: 
2d(1— 21) =kA (3) 


Analogno za svjetli & + 1 prsten vrijedi ista relacija samo & zamijenimo s & -- 1. Oduzimanjem 
analognog izraza za & + 1 prsten od izraza (3), nalazimo: 


A 
2 2 = 
Tk Tk+ti = 1? 


d 


3.19. Na slici prikazan je interferometar za mjerenje indeksa loma 2 tekućina i 
plinova. Izvor svjetlosti I obično je natrijeva svjetiljka A = 0,589 um, dok 
su cijevi 1 i 2 sasvim jednake dužine L = 0,1 m i ispunjene zrakom (m, = 
= 1,000 293). Iza tih cijevi nalazi se dijafragma D s dvije pukotine koje daju 
interferentnu sliku na zastoru Z. 


a) Izračunajte koliki je indeks loma ugljičnog monoksida (CO) na osnovi 
pomaka interferentne slike na zastoru za & = 7 pruga prema gore kada se 
u jednu cijev umjesto zraka stavi CO? 
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b) Kolika je najmanja razlika u indeksu L 
loma (An) koja bi se ovim uređajem 
još mogla odrediti? O čemu ovisi toč- 


nost određivanja indeksa loma? ; l JE Z 
Cc) U obje cijevi nalazi se voda n = a | —-—_Jp 
= 4/3. Kojom bi se najmanjom brzi- 2 _l-7T 
nom voda trebala gibati u jednoj od 


cijevi da se na zastoru P pojavi de- 
struktivna interferencija? Uzmite da je 
dio cijevi u kojem se voda giba u 
smjeru širenja svjetlosti / = 0,08 m. 


Bb a) Razlika u optičkom putu zraka svjetlosti koje stižu na pukotine prošavši prethodno kroz 
cijev 1, odnosno 2, jest: 
ć=L(un—n. (D 


gdje je n indeks loma CO. Prema zadatku ta razlika & uzrokuje pomak od & = 7 pruga interfe- 
rencije te prema (1) nalazimo: ' 


kA 
n=n+- 


Uvrštenjem vrijednosti za nag, &, A i L nalazimo da je n = 1,000 334 


b) Najmanjoj razlici u indeksima loma sredstava u 1 i 2 odgovara najmanja razlika u optičkom 
putu zraka svjetlosti za koje se upravo promijeni interferentna slika u P, tj. 


A 
A HRmin = 2L' : (2) 


Za opisani uređaj Anypin < 3 * 10-5. Osjetljivost uređaja je veća za duže cijevi (veći L) kao i za 
manju valnu dužinu svjetlosti 2. 
* 
c) Brzina svjetlosti u cijevi u kojoj voda miruje je c' = —. Brzina svjetlosti u cijevi u kojoj se 
voda giba brzinom v može se izračunati pomoću relativističkog izraza za slaganje brzina: 
ma + 4] 
c" n 


€ 
— o 
"n 


1+ pc) 


U slučaju kada brzina 7 nije suviše velika, taj izraz za c'“ se može pojednostavniti razvijanjem izraza 
u nazivniku: 
-1 
(1 + 2) =1— ča 
ne 
pa zanemarivanjem članova sa v2 nalazimo: 
c 1 
1 mk 1 ==> 
C Sre ( mo ) (3) 
Kako se prolazom svjetlosti kroz cijevi 1 i 2 ne promijeni frekvencija, vrijedi da je c' = Ayvic" = 


= A2v. Nadalje, razlika u fazi između dviju zraka nastaje upravo zbog razlike u njihovim valnim 
dužinama u cijevima 1 i 2, tj. 
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Uvrštenjem izraza za A, i A2 iz izraza za c' i e“ u (3) dobivamo: 
Ao = 2n . o 1). 
Kako je uvjet za minimum interferencije Ay = z nalazimo: 
cA 
Vin =" KIIČTESE IK 
Uvrštenjem podataka dobivamo v == 1420m s-i. 
Vidimo da je v doista mnogo manje od brzine svjetlosti c. 


3.20. Za praćenje radio-zvijezda mogu se koristiti prikladni mikrovalni detektori. 
Jedna takva radio-zvijezda koja emitira monokromatske mikrovalove frek- 
vencije » == 7,5 . 108 Hz promatra se mikrovalnim detektorom smještenim 
na rubu jezera na visini d = 1 m iznad površine vode. Kako se zvijezda po- 
diže iznad horizonta, detektor registrira sukcesivne minimume i maksimume 
intenziteta signala. 

a) Nađite pod kojim kutom O nad horizontom se nalazila radio-zvijezda 
kada je primijećen prvi maksimum signala. 

b) Koliki je ukupni broj primljenih maksimuma u toku podizanja radio- 
-zvijezde? 

c) Kako su raspodijeljeni kutovi O za koje se pojavljuju maksimumi siganala? 


B> a) Položaj detektora i zračenja radio-zvijezde pri- 
kazan je na slici 


Prema slici razlika u fazi valova 1 i 2 jest: 


Ado=m+ z (1 — cos 20) 


1 sno 


=n+fdsino. (1) 


Član 2: dolazi od refleksije na površini jezera, Uvjet za konstruktivnu interferenciju je Ao =2kn, 
gdje je k = 1, 2, 3, tj. cijeli broj. Prema izrazu (1), kada je radio-zvijezda na horizontu, signal je 
minimalan, Prvi maksimum intenziteta javlja se pod kutom: 


Ox. = are sin zra 


Uvrštenjem vrijednosti za d te A = c/v nalazimo da se prvi maksimum signala javlja pod kutom 
make = 5744 
b) Iz uvjeta (1) 


žkn=m+fdsno (2) 
nalazimo: 
Id , 1 
k = —> sin O + KE 


Očito je & maksimalan ako je sinQ == 1. Uvrštenjem podataka nalazimo & = 5,5 tj. pojavljuje 
se ukupno 5 maksimuma signala. 
€) Prema relaciji (2) kutni intervalizmeđu dva susjedna maksimuma bit će sve veći za veće kutove 0. 


199 


NEE NDeMEZE GLtESLZE zime Mena 


3.21. Razlivena mala količina nekog ulja na površini vode može formirati vrlo 
tanki, intenzivno obojen sloj. Boja tog sloja obično ovisi o kutu pod kojim 
ga se promatra. 

a) Nađite za koju valnu dužinu nastaje konstruktivna interferencija kada bijela 
svjetlost upada pod kutom u na tanki sloj ulja debljine d i indeksa loma zn. 
Uzmite da je # manji od indeksa loma vode a veći od indeksa loma zraka. 
b) Ako je debljina sloja d = 0,26 um, indeks loma n = 1,32, nađite pod 
kojim kutom bi taj sloj bio: crven A == 0,68 um, žut A = 0,59 um, zelen A = 
= 0,54 um. 

c) Odredite maksimalnu debljinu sloja za koju se još opaža interferencija 
vidljive svjetlosti — pod uvjetom da ljudsko oko razlikuje nijanse boja čije 


d) Objasnite kako je moguće vidjeti interferentnu sliku, iako su reflektirana 
zraka s gornje i ona s donje površine sloja općenito međusobno pomaknute. 


Db 2) Na slici je prikazan put zraka svjetlosti u sloju 

kao i put reflektiranih zraka 1 i 2. 

Prema slici je razlika u optičkom putu tih zraka: 
č=2dncosl. 

Uvjet za konstruktivnu interferenciju jest: 


2dncosi = kA. 


Primjenom zakona loma (sinu = nsin/) nalazimo da 
je valna dužina za koju se javlja konstruktivna interfe- 
rencija: 


_ e: Vnž — sinžu. (1) 


b) Iz izraza (1) može se provjeriti da se za odabrane d i n može dobiti jedino interferencija prvog 
reda (& = 1) u području vidljive svjetlosti, 


Iz (1) nalazimo: u = arcsin Vnz — (4/24). 


Uvrštenjem iznosa za A crvene, žute i zelene svjetlosti nalazimo da su kutovi upada u za crvenu 
10*22“, žutu 42%25' i zelenu 54*34', Kako se kut gledanja a obično računa prema površini, tj. 
a = =/2 — u, ti su kutovi a (6) = 7938", a (£) = 47*35", a(2) = 3526. 


c) Da bi se opazila jasna interferencija za polikromatsku svjetlost, maksimum interferencije & 
reda za valnu dužinu A ne smije se preklapati s maksimumom ž + 1 reda za blisku valnu dužinu 
A -+A 2 (u našem slučaju A4 == 0,01 um), tj.: 


4 


k< I 


Upotrebom ove relacije i izraza za d iz a) zadatka nalazimo: 


Uzmemo li za A prosječnu valnu dužinu bijele svjetlosti (0,55 um), nalazimo da je Znas == 11,46 um. 


d) Ljudsko oko je leća koja fokusira zrake svjetlosti u jednu točku. 
3.22. Na leće i druga optička tijela često se stavlja veoma tanki sloj prozirne tvari 


indeksa loma 7, manjeg od indeksa loma stakla nz» da bi se smanjila reflek- 
sija svjetlosti s njihove površine. 
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a) Odredite minimalnu debljinu takva sloja koji bi spriječio refleksiju sre- 

dišnjeg djela spektra bijele svjetlosti (A = 0,55 um). Svjetlost upada gotovo 

okomito na taj sloj, a indeks loma upotrijebljene tvari je ny = 1,3. 

b) Objasnite zašto leće modernih foto-aparata izgledaju svijetlo-ljubičasto? 
i a) Dvije gotovo okomite zrake svjetlosti, jedna se reflektira s gornje a druga s donje granice 
sredstva indeksa loma n, imaju razliku u optičkom putu 

O = 2hn. (1) 

Uvjet za destruktivnu interferenciju tih zraka je 


hn = (2k + »5 (2) 
Dakle, minimalna debljina sloja potrebna da se to dogodi nj 
(k = 0) jest: 
A 
kamin = ni (3) n 


Ona je dakle jednaka četvrtini valne dužine upotrijebljene 
svjetlosti u tom sredstvu. Uvrštenjem podataka, nalazimo: 


“ haia = 1,06 + 10-7 m, tj. oko 100 nm. 


b) Antirefleksioni sloj koji smanjuje refleksiju središnjeg dijela spektra nema takav učinak i na 
krajnje dijelove spektra bijele svjetlosti (plavu i crvenu svjetlost). Valne dužine tih boja znatno 
se razlikuju od onih iz središnjeg dijela spektra, pa uvjet (3) za njih nije zadovoljen. Kombinacija 
tih dviju reflektiranih svjetlosti daje ljubičastu boju. 


3.23. Monokromatska svjetlost upada okomito na površinu tankog staklenog klina 
n =1,5 čije površine međusobno zatvaraju kut 0 == 22". Pri tome se na 
I = 1 cm dužine klina pojavljuje k == 5 tamnih pruga. 
a) Odredite valnu dužinu A upotrijebljene svjetlosti. 
b) Kakva će se pruga nalaziti na samom vrhu klina? 
c) Da li bi analiza u a) zadatku bila primijenjiva i za slučaj kad je klin zraka 
između dvije vrlo tanke, savršeno ravne staklene pločice? 
> a) Na slici je pojednostavnjeno prikazan takav klin: 
Razlika u optičkom putu reflektiranih zraka svjetiosti s gornje i s donje površine klina, na mjestu 
gdje je njegova debljina d, jest: 
š=2dn+ La (1) 


Član 2/2 na desnoj je strani zbog razlike u refleksiji. 
Do minimuma interferencije dolazi kada je & = (2% + 1) 2/2, 1j.: 
kA 


=> | (2) 


Nadalje je prema slici (tg0 = 0) 
Q = = de (3) 
Uvrštenjem izraza za dy, s i dx iz (2) u (3) nalazimo: 


2 nlo 
5 


ie 


bje prego a ij ei 


Prema podacima za n, 1i 0 dobivamo da je 4 = 0,64 um. 
b) Prema izrazu (1) iz a) zadatka u vrhu klina se nalazi tamna pruga. 


Cc) Ovaj slučaj je isti kao u a) zadatku, samo je indeks loma z = 1. 


3.24. Neki uređaj za promatranje Newtonovih kolobara u reflektiranoj svjetlosti 
sastoji se od plankoveksne leće. Ona se svojom zakrivljenom plohom nas- 
lanja na ravnu staklenu ploču. Ako je leća odozgo (gotovo okomito) osvijet- 
ljena crvenom svjetlošću (A = 0,68 um), polumjer 20-tog tamnog prstena je 
r=1m. 

a) Nađite polumjer zakrivljenosti leće R. 


b) Za koliko bi se promijenio polumjer dvadesetog tamnog prstena ako bi se 
između staklene ploče i leće nalazio tanki sloj prašine debljine d = 1 um? 


c) Ako bi se prostor između leće i ploče ispunio vodom (u = 4/3), koliki 
bi tada bio polumjer dvadesetog tamnog prstena? 


d) Da li su Newtonovi kolobari istaknutiji u reflektiranoj ili prolaznoj svjet- 
losti? 


Bb a) Opisani uređaj je prikazan na slici. Interferen- 
cija nastaje između zrake koja se reflektira na unu- 
trašnjoj površini leće i one koja se reflektirala na sta- 
klenoj ploči neposredno ispod leće. Razlike u optičkom 
putu tih zraka je 2A + 2/2. Član 24/2 dolazi zbog raz- 
like u refleksiji. Uvjet za tamnu prugu je: 


4 4 
2A+37=(A+17 (1) 


S druge strane, A se može jednostavnim geometrijskim razmatranjima prikazati pomoću ri R. 
>=R—(R—A). 
Zanemarimo li član A2 u gornjem izrazu, nalazimo: 
2 
r 


R= TA (2) 


Ako uvrstimo izraz za A iz (1) i vrijednosti &, Ai r, nalazimo da je polumjer zakrivljenosti leće 
R =7,35m. 


b) Kada je na staklenoj ploči sloj prašine, tada je udaljenost između plohe leće i staklene ploče 
svuda povećana za debljinu sloja, d, tj. izraz (1) prelazi u: 


2A)' + 2d = k&2. 
Primjenom izraza (2) nalazimo: 
r?=R(kRA— 20. 
Uvrštenjem podataka nalazimo da bi polumjer dvadesetog tamnog prstena u tom slučaju bio 


r" = (0,923cm. 
c) "Tada bi izraz (1) bio: 
are 4, 
n 
odnosno: 
me RkA ' 
n 


Uvrštenjem podataka nalazimo 7" = 0,866 cm. 
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d) Obje reflektirane zrake postignu jednak broj refleksija (jednu), pa su im intenziteti podjed- 
naki, tako da je interferentni uzorak vrlo jasan. 


Međutim, kod prolaznih zraka jedna se uopće ne reflektira dok druga postigne i dvije refleksije 
(čime njezin intenzitet slabi). To uzrokuje izrazito različite intenzitete prolaznih zraka. Zbog 
toga je interferencijski uzorak superponiran na svijetloj pozadini pa je i manje izrazit. 


3.25. Fotografska ploča ima prozirne koncentrične prstenove koji su međusobno 
odijeljeni tamnim područjima. Na ploču okomito pada paralelni snop mono- 
kromatske svjetlosti valne dužine A = 0,605 um. 


a) Nađite koliki trebaju biti polumjeri prozirnih prstenova da bi svjetlost iz 
svih tih prstenova davala maksimum interferencija u točki F udaljenoj za 
10 cm od ploče. 


b) Koliki bi bio promjer desetog prozir- 
nog prstena i kako se mijenjaju razmaci 
među susjednih prozirnih prstenova od 
centra prema rubu ploče. 


C) Koji optički pribor ima slično svoj- 
stvo da od paralelnog upadnog snopa 
svjetlosti daje maksimum intenziteta iz- 
lazne svjetlosti u jednoj točki? 


B a) Pretpostavimo li da je i centar ploče proziran, tada je uvjet za konstruktivnu interferenciju 
svjetlosti, koja dolazi sa prstena & i one iz centra ploče, u točki F: 


Va+f.—f=k, k=0,1,2.. n= VER +2JE1 (1) 


Svaki prozirni prsten mora zadovoljavati taj uvjet. Za vrijednosti &, koje nisu suviše velike, i A < f 
relaciju (1) aproksimiramo sa: 


neV2a1 (2 
b) Uvrštenjem & == 10 i f = 0,1 m nalazimo da je: 
Tio = Llmm. 
Za vrijednosti &, koje nisu pretjerano velike, iz relacije (2) nalazimo 
+1 me jam 
LA ko 


Razmaci među susjednim prstenovima postaju sve manji za prstenove koji su dalje od centra. 
Za vrlo velike vrijednosti A iz relacije (1) slijedi da polumjeri prstenova rastu proporcionalno s ž. 
Međutim, s obzirom da je f > A, relacija (2) daje dovoljno dobar opis situacije. 


C) Konvergentna leća. Opisana fotografska ploča naziva se ploča s Fresnelovim zonama. 


3.26. Kod Voungova uređaja za promatranje interferencije dva koherentna izvora 
svjetlosti (pukotine) međusobno su udaljeni za d=1 mm. Pruge inter- 
ferencije promatramo na zastoru udaljenom za L = 1 m od uređaja. 

a) Ako izvori zrače bijelu svjetlost (0,42 um < A < 0,68 um), izračunajte 
moguće redove interferencije & za koje se dobiju tamne pruge na udaljenosti 
h =2 cm iznad centra zastora. 

b) Što bi se vidjelo pomoću spektroskopa čija bi se ulazna pukotina nalazila 
za h iznad centra zastora? 

Cc) Izvori zrače monokromatsku svjetlost valne dužine A = 0,55 um. Nađite 
udaljenost između susjednih pruga interferencije u blizini centra zastora. 
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> a) Naslici shematski je prikazan raspored izvora i zastora. 


Minimum interferencije (tamna pruga) # iznad centra zastora nastaje kada je razlika optičkog puta 
zraka svjetlosti iz izvora ZF, i 12 jednaka: 


: ' 
ra —ri= (2 — lb)» (1) 
Pomoću Pitagorina poučka možemo odrediti r2 i ri: 


2 
H=1+ (+2) 


KakojeL>h>d,tojerž— 12 = 2L (r2 — ri), odnosno: 


dh 
Ta Ee Ti = pa (2) 
Upotrebom izraza (1) nalazimo: 
dh 1 
kW) = ZI + EE 


Uvrštenjem graničnih vrijednosti za A bijele svjetlosti nalazimo 2 (0,42 um) = 48 i & (0,68 um) = 
= 30. 


b) Spektar bijele svjetlosti isprekidan je sa osamnaest tamnih pruga, 


c) Prema (2) uđaljenost ž svijetle pruge od centra zastora je: 
bh sm a> 
pa je širina pruge 


kir —h= 


AL 
Te 
Uvrštenjem podataka nalazimo da je debljina pruge u blizini centra zastora 0,55 mm. 


3.27. Dvije antene radioodašiljača smještene su paralelno na udaljenost d = 100 m. 
One rade u fazi na zajedničkoj valnoj dužini A == 200 m (srednji valovi). 
Intenziteti emisija antena u horizontalnim smjerovima su jednaki. 

a) Nađite u kojem je smjeru s obzirom na simetralu između dvije antene 
ukupno zračenje antena minimalno a u kojem maksimalno? Koliki je u tim 
slućajevima relativni intenzitet emisije sistema? 

b) Nacrtajte u polarnom koordinatnom sustavu relativni intenzitet emisije 
sistema ovisno o smjeru emitiranja (u horizontalnoj ravnini) za kutove od 
0 do 2 m. 


B 2) Za proučavanje emisije antena u horizontalnim smjerovima prikladno ih je prikazati u 
tlocrtu: 


U neku vrlo udaljenu točku u smjeru & zračenje iz ante- 
ne (2) stiže s razlikom u fazi prema onome iz antene (1): 


Koj 2 dsin 0. 


Uvrštenjem podataka nalazimo: 


Ap=amsin0. 
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Ukupni intenzitet zračenja u nekoj točki jednak je kvadratu ukupne amplitude u toj točki, tj.: 
h=(A,+2. 
Kako su intenziteti zračenja antena jednaki (uzmimo da su 1), prethodni izraz se transformira u: 
L=21(1+ cos Ag) 
= 21(1 + cos (sz sin Q)). 
Uvjet za ekstremni intenzitet zračenja jest: 


di 
do 


=0=—2Izsin(msin 0) cos 8. 


Taj uvjet zadovoljavaju dvije vrijednosti za 0: 7/2 i 0, pa moramo odrediti koja odgovara minimu- 
mu a koja maksimumu intenziteta. Minimum intenziteta određen je uvjetom da je druga deri- 
vacija intenziteta pozitivna, a maksimum uvjetom da je negativna. 
d21I, . 3 : i , 
rrvaša (gt cos (s sin 0) cos? O — sin & sin (zesin 0)). 


Iz izraza se vidi da je maksimum zračenja u smjeru 0 = 0 a minimum u smjeru O = 1/2. Uvršte- 
njem vrijednosti za O nalazimo 


L maks 

T 4 
L min 

I 0. 


Vidimo da je ukupna energija zračenja sistema u smjeru 0 = 0 dvaput veća od ukupne energije 
zračenja obiju antena u svim smjerovima kada ne bi bilo interferencije (27). Naravno, zbog toga 
je zračenje antene u nekim drugim smjerovima manje od ukupne energije zračenja pa je u smjeru 
O = 2/2, 1, = 0, što je razumljivo s obzirom da je u tom slučaju razlika u fazi Ap == g. 


b) Uvrštenjem kutova _& = 0% 30%, 60", 90% 120% 1 
u 


150* i 180% dobivamo relativne intenzitete +) u I 


raznim smjerovima prikazane u polarnom dijagramu 45 


(dijagram zračenja): 


3.28. Radio-teleskopi često imaju antene u obliku konkavna diska s paraboličnim 
udubljenjem. Da bi se povećalo kutno razlučivanje izvora radio-valova, obično 
se primjenjuje interferencija signala iz para ovakvih antena koje su smještene 
na veću udaljenost. Signali primljeni antenama šalju se u »mješač« (smješten 
u sredini između antena). Tu se superponiraju i mjeri im se ukupni inten- 
zitet. Uzmimo da je udaljenost između antena d = 800 m, a valna dužina 
upadnog zračenja A =0,15 m. 


a) S kakvom točnošću se može odrediti kutni položaj udaljenog izvora ra- 
diovalova pomoću tog radioteleskopa ako se promjene u intenzitetu signala 
od 10% mogu sa sigurnošću detektirati? 


b) Obrazložite zašto je razmak između antena relativno velik ? 
c) Obrazložite zašto se ne koristi jedna antena dovoljno velikog dijametra? 
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PB a) Uzmimo da se promatrani izvor nalazi pod kutom O prema horizontu kao što je prika- 
zano na slici 


Mala promjena u kutu & (položaju izvora) uzrokuje dodatne promjene u fazi zraka koje stižu na 
antene 1i2. 


Aga zu dsin 6 A0. a) 
Jer je izvor isti, to su amplitude A valova koji stižu na 
antene 1 i 2 jednake po iznosu. Ukupna amplituda 
jednaka je vektorskom zbroju pojedinih amplituda a 
intenzitet je jednak kvadratu amplitude. 


I=A?+A2+2A2cosAg 


Ag 
= 2 2 
4A2 cos 2" 


Budući da je AO vrlo malen, to je i Ap malen pa cos?x(Ao/2) možemo razviti. Ako pri tome zane- 
marimo članove više od drugog reda nalazimo: 


A 2 
I=4A [1 z (2) | 
2 
Kako je minimalna promjena intenziteta, koja se s ovim uređajem može sa sigurnošću utvrditi, 
0,1 1, to je 


Vo,42 


ah 2adsino ' 


(2) 

Uvrštenjem podataka za A i đ i uzevši u obzir najpovoljniji slučaj (9 = 90"), nalazimo da je mini- 

malna neodređenost u kutnom položaju izvora radiovalova utvrđenom opisanim radioteleskopom : 
AĐ =4". 


b) Prema izrazu (2) neodređenost u kuinom položaju je to manja što je udaljenost između antena 
d veća. 


c) Kutna moć razlučivanja jedne antene ograničena je difrakcijom na njenim rubovima. Prema 
zadatku 3.33. vidi se da bi za istu kutnu moć razlučivanja trebala jedna antena dijametra oko 10 km, 
što je tehnički neostvarivo i u svakom slučaju preskupo. 


3.29. Zbog interferencije zvučnih valova bliskih frekvencija pojavljuju se »udari« 
s frekvencijom jednakom razlici tih frekvencija. 


a) Ocijenite jesu li mogući udari za svjetlosne valove i obrazložite zašto se 
to obično ne opaža. 


b) Odredite period udara koji bi nastali interferencijom D-linija natrijeve 
svjetlosti (A, = 588,995 nm, A2 == 589,592 nm). 
c) Kako ovisi period udara o valnoj dužini za vrlo bliske valne dužine? 


B> 2) Budući da je moguća interferencija (superpozicija) svjetlosnih valova, mogući su i udari. 
Razlog da se ti udari ne opažaju očito je u nepovoljnom području frekvencija u kojem oni nastaju. 


b) Frekvencija udara je: 
1 
v= zi = Vi _- Va (1) 
Zamjenom 9» = cjA jednadžba (1) prelazi u 


1 
M Eno“ | x 
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Uvrštenjem podataka nalazimo da bi period udara D-linija natrijeve svjetlosti bio € = 1,9 + 10-:2 
S. To je vrlo kratki period i može se otkriti tek posebnim uređajima. 


Cc) Kada je A1 = 42442 — Ap =A, tada (2) prelazi u: 


42 
“AA 


(3) 


T 


Vidimo da period udara raste s kvadratom valne dužine. 


3.30. Za ispitivanje spektara zračenja elemenata često se rabe jednostavne difrak- 
cijske rešetke s velikim brojem paralelnih, međusobno jednako udaljenih 
pukotina. Svjetlost upada okomito na ravninu rešetke. 


a) Koliki broj pukotina bi trebala imati takva rešetka da u difrakcijskom 
spektru prvoga reda razluči D-linije dubleta u natrijevu spektru čije su valne 
dužine 0,588 995 i 0,589 592 um? 

b) Ako je ta rešetka dugačka 5 cm, koliki će biti kutni razmak između tih 
linija (u spektru prvoga reda)? 


B> 2) Promotrimo jednu takvu rešetku sa # linija međusobno 
udaljenih d. Uvjet za konstruktivnu interferenciju u nekom 
smjeru O je da razlika u optičkom putu između dvije susjedne 
zrake svjetlosti bude cjelobrojni višekratnik valne dužine. Za 
dvije krajnje zrake taj uvjet je: 


A=ndsn0 =a. (1) 


Da bi razlikovali maksimume difrakcije za svjetlost dviju 
bliskih valnih dužina A i A; potrebno je da barem maksimum 
difrakcije jedne od njih padne u minimum druge (Rayleighov 
kriterij), Možemo se uvjeriti da je taj uvjet ispunjen kada l 
razlika u optičkom putu A iznosi jednu valnu dužinu svjetlosti | 
i to kraće valne dužine, tj.: 


A=knš)' =knA +4 


U tom slučaju će postojati parovi zraka svjetlosti od kojih je jedna iz gornje a druga iz donje polo- 


vice rešetke, a razlikuju se u optičkom putu za 3 To će uzrokovati destruktivnu interferenciju, 


Uvrstimo li X = A + A2, dobivamo: 


AA io 
OZA = (kn) . 
Taj izraz određuje moć razlučivanja optičke rešetke, Uvrštenjem AA = 4—2ik +1 nalazimo: 
n =982. 


Potrebne su 982 pukotine da se razluči D-dublet natrija u difrakcijskom spektru prvog reda. Pri- 
mjećujemo da rezultat ne ovisi o razmaku d između pukotina. Nadalje, da bi se taj dublet raz- 
lučio u spektru višeg reda, & > 1, bilo bi potrebno razmjerno manje linija. Međutim, tada bi i 
odgovarajući intenziteti linija bili puno slabiji. 


b) Potrebno je naći kutnu disperziju rešetke, tj. kolika promjena kuta slijedi iz jedinične promjene 
valne dužine. 


Iz relacije (1) nalazimo: 
A& _ 
A4 doos6 " 
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nie mak iam 


It oka nee 


sira či er up hn na O Po E EJ, 


Kut O možemo također naći iz (1) uvrštenjem 4 = z L je dužina rešetke. S obzirom da je u na- 
šem slučaju O vrlo mali, imamo: 


Ao = uz ss 10-5 rad. 


Kutni razmak između linija dubleta bio bi, približno 2,5“. 


3.31. Zelena svjetlost valne dužine 0,54 um upada okomito na rešetku sa 2000 
linija po centimetru. 


a) Pod kojim se kutom (s obzirom na smjer upadne svjetlosti) pojavljuje 
difrakcijska slika trećeg reda? 


b) Kolika je kutna disperzija rešetke u tom slučaju? 


c) Koliki je maksimalni mogući red difrakcije za zelenu svjetlost na toj re- 
šetki? 


> 2) Primjenom izraza za maksimum difrakcije: 


dsinO = kA4 (1) 
i uvrštenjem vrijednosti za ž, Aid = lo m nalazimo 
2000 
O = 18%45“. 
b) Iz izraza (1) nalazimo: 
AO 3 


u e Poea. em . 105 zi 
3 To O 6,35 : 10 radm-t, 


c) Jednadžba (1) pokazuje da je najveći mogući red difrakcije kada je sin & najveći, tj. 0 = 5 


đ 
Roie=2 


3.32. Da se dobije velika moć razlučivanja, često se rabe difrakcijske rešetke koje 
bliješte u nekom smjeru. Udubljenja takvih rešetki načinjena su tako da veći 
dio upadne svjetlosti reflektiraju u određenu smjeru. 


a) Odredite u kojem smjeru difraktirani snop ima najveći intenzitet ako 
je upadna svjetlost okomita na horizontalnu ravninu. 


b) Nađite red difrakcije u kojem svjetlost valne dužine A = 0,55 um ima 
najveći intenzitet u kutu 2 0 = 30“ ako je konstanta rešetke d = 0,11 mm. 


c) Ocijenite približno kutni interval u kojem 


bi ta rešetka blještila za vidljivu svjetlost PTS» Ve VIZ) 
(0,4um < 4 £ 0,7 um). d 
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B> 2) Po zakonu refleksije većina zraka upadne svjetlosti 
reflektira se pod kutom 20 u odnosu na smjer upadne 
svjetlosti, 


Prema slici vidimo da će doći do konstruktivne interfe- 
rencije reflektiranih zraka kada je: : 


đdsina = kA. 


kako je a = 20, imamo: 
dsin20 = k4 (1) 


Rešetka će blještati u smjeru 20 u kojem će se nalaziti maksimum difrakcije & reda za svjetlost 
valne dužine A. 
b) k= Zanie. = 100. 


Najveći intenzitet ima difrakcijska slika stotog reda. Kako se moć razlučivanja povećava s redom 
difrakcije, ova rešetka ima prednost pred jednostavnom rešetkom čiji bi intenzitet difrakcijske 
slike stotog reda bio zanemarivo mali, 


c) Iz jednadžbe (1) nalazimo: 
2d cos 20 A0 = kAZ 


kAA 
2 đdcos 20" 


Kako je AA za vidljivu svjetlost približno 0,3 um nalazimo da je A0 = 9“, Interval blještenja je 
veći za viši red difrakcije i za veći kut blještenja 0. ' 


AO = 


3.33. Na osnovi onoga što znate o difrakciji odredite: 


a) udaljenost s koje više ne biste razlikovali retke u novinama ako je 
razmak među susjednim recima / = 1 mm, a efektivna valna duljina vidljive 
svjetlosti A = 0,55 um. (Promjer zjenice D odredite postavljanjem ravnala u 
blizinu vašeg oka gledajući pritom u zrcalo.); 


b) udaljenost s koje ne biste razaznali dva svjetla udaljenog automobila na 
ravnoj cesti ako je razmak među svjetlima 1,25 m a emitiraju bijelu svjetlost. 


c) Da li vam to što je svjetlost polikromatska pomaže razlučivanju u pret- 
hodnim zadacima ili odmaže? 


d) Odredite koliko će iznositi širina snopa svjetlosti He-Ne lasera (A = 
= 0,6384 um) na udaljenosti 50 m od izvora ako mu je širina na izlazu iz 


lasera 3 mm. 


B a) Zbog difrakcije slika pukotine na zastoru uvijek je šira od pukotine, tj. prvi minimum di- 
frakcije je uvijek izvan geometrijske slike pukotine. Kada se dimenzije pukotine mnogo veće od 
valne dužine svjetlosti, slika pukotine se proširi za malen kut reda A/d, gdje je d širina pukotine. 
S druge strane, to znači da se ne mogu razlučiti dva izvora svjetlosti ako se vide pod kutom ma- 
njim ili jednakim tom kutu. Kada se opaža optičkim sistemom (lećom), taj kut je povećan za fak- 
tor 1,22. ; 

U našem je slučaju najveća udaljenost x, s koje bi se još razlikovali reci, određena uvjetom: 


Uz D = 4mm nalazimo da jex=6m. 
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b) Istim rasuđivanjem kao u a) zadatku nalazimo da je najveća udaljenost oko 7 km s koje bi još 
razlučili dva svjetla udaljenog automobila. 


c) Odmaže. Naime, iz relacije (1) vidi se da se dugovalni dio spektra bijele svjetlosti već ranije 
prekriva, a to otežava razlučivanje. 


d) Iz uvjeta: 
A d 


d_ L 


i uvrštenjem za d = 3mm, L = 50 m, i A = 0,6384 um nalazimo da je d' = 1,064 cm. 


o = 


3.34. Za ispitivanje kristalne strukture čvrstih tijela najčešće se rabe rendgenske 
zrake, elektroni i neutroni. Podaci o strukturi dobivaju se difrakcijom upo- 
trebljena zračenja na kristalu. Valne dužine koje se pri tome primjenjuju 
su reda 10-1% m. 

a) Zašto upotrebljene valne dužine A moraju imati upravo taj red veličine? 
b) Kolikim brzinama se gibaju fotoni rendgenskih zraka, elektroni i neutroni 
valne dužine 10-!* m? 

c) Kolike su kinetičke energije fotona i čestica iz b) zadatka? 


Bb a) Zato što međuatomski razmaci u kristalima imaju taj red veličine. Najizrazitija difrakcija 
se dobije ako udaljenosti objekata na kojima se zračenje raspršuje imaju red veličine kao i valne 
dužine upotrebljenog zračenja. 
b) Brzina fotona u vakuumu uvijek je jednaka brzini svjetlosti c = 3 +: 105m s-!, neovisno o 
valnoj dužini ili frekvenciji. Brzine čestica možemo odrediti pomoću relacije: 
mao 
D sE) 1? 
gdje je » količina gibanja, a ž Planckova konstanta 6,6 * 10-3% 3 s. Za veoma brze čestice (v — c) 
treba koristiti relativističku količinu gibanja: 
>= moviV1 — v?[e2. 
Kako takvog uvjeta u zadatku nema, za brzinu nalazimo: 
e 
im 
Uvrštenjem podataka za m, = 9,1 - 107%! kg, m, = 1,6 + 10-27 kg nalazimo da je brzina elek- 
trona v = 7,25 + 10% m s-!, a brzina neutrona v, = 4,12 + 105ms-!', 
C) Energija fotona (rendgenskih zraka) je: 
h 
W=Ww=-2 = 198 :10-5]. 


Energija zračenja se ranije obično izražavala u elektronvoltima (1eV = 1,6 + 10-!? J), pa je ener- 
gija fotona približno 1,24 + 10% eV. Za čestice pomoću izraza: 


D? 1 ( h ) 
Male. 
2m 2m\A 
nalazimo da je energija elektrona 2,39 + 10-17 J, (=> 150 eV), a energija neutrona 1,36 + 10-29, 
(0,085 eV). 
Primjedba 
Kako su energije vibracija atoma i molekula u čvrstim tijelima pri sobnoj temperaturi upravo 
reda 0,1 eV, to se neutroni za difrakciju nazivaju termalnim neutronima. Oni se dobivaju tako da 
se brzim neutronima iz reaktora energija smanji mnogostrukim sudarima u zagrijanom čvrstom 
tijelu. 


210 


al EEE gdin a. 2 


3.35. Snop elektrona energije 6,08 . 10-'* J (3800 eV) upada okomito na metu 
koja je vrlo tanki sloj grafita. Na fluorescentnom zastoru, koji se nalazi na 
udaljenosti L = 0,15 m iza mete i paralelan je s metom, pojavljuju se dva 
izrazita svjetla prstena s polumjerimar, =2,42cmir, = 1,415 cm. Dimenzije 
mete su mnogo manje od udaljenosti mete od zastora L. 

a) Nađite kojim udaljenostima d, i d» između redova atoma ugljika u tan- 
kom sloju odgovaraju ti prsteni. 

b) Ako su atomi ugljika u meti raspoređeni u pravilnim šesterokutima oko- 
mitim na smjer upadnih elektrona, nađite stranicu tog šesterokuta korište- 
njem d, i d, iz a) zadatka. 

Cc) Da li bi se r, ir» povećali ili smanjili ako bismo povećali energiju (ubrza- 
vajući napon upadnih elektrona? 

d) Da li bi se promjenom ubrzavajućeg napona promijenio i omjer sin p,/ 
[sin 02? 

e) Kako to da su prstenovi difrakcijski uzorak, a ne točke, kako bi se moglo 
očekivati iz razmatranja u a) zadatku? 


B> a) Prema zadatku 3.34 elektronu energije W odgovara valna m 


dužina dana relacijom: 
A = hi(2m W)!12, (1) 


Radi jednostavnosti zamislimo da je meta jednoatomski sloj u 
kojem su atomi pravilno raspoređeni u redovima kao što je pri- 
kazano na slici. 

Kako je udaljenost mete od zastora mnogo veća od udaljenosti među atomima, to će u svakoj 
točki ravnine okomite na redove difraktirano zračenje svih atoma iz tog reda biti u fazi. Da bi 
difraktirano zračenje sa susjednih redova bilo u fazi, potrebno je da razlika u optičkom putu za 
zrake iz dva susjedna reda (vidi sliku) bude: 


sino = (2) 


Dakle, situacija je slična difrakciji na nizu paralelnih pukotina, samo što ovdje difrakcijski uzorak 
neće biti linije, već točke (okomite na redove atoma). Ograničimo li se na difrakcijski uzorak prvog 
reda i sin p izrazimo pomoću zadanih veličina, nalazimo: 


AVI Fr 
—_ 


d = (3) 
Uvrštavanjem vrijednosti za A iz (1) i ostalih zadanih veli- 
čina dobijemo đ, = 1,23 + 10-#%m i d» = 2,13: 10-!%m. 


b) Na slici je prikazan jedan takav šesterokut. Iz geomet- 
rijskih razmatranja lako se uvjeriti da su moguće udalje- 
nosti među atomima (d) u tom šesterokutu izražene preko 
: 48 34 2. 34 X i : 
stranice a): a, DIE V 3a i PE Budući da je omjer 


đdold, = V3, moguće su udaljenosti d,; V Za i S ad;; 


LE Kako dobivenom omjeru Ba odgovaraju po dvije 
1 


vrijednosti d, i d», nije moguće jednoznačno odrediti vrijednosti a samo na osnovu zadanih vri- 
jednosti. Poznato je međutim da je stranica šesterokuta kod grafita a = 1,42 + 10-1% m, tako da 
su u našem slučaju redovi atoma na kojima dolazi do difrakcije međusobno udaljeni d, = V3 a|2 
id, = 34/2, kao što je isprekidanim crtama prikazano na slici, 


ai 
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c) Povećanje energije elektrona odgovara smanjenju njihove valne dužine i, prema izrazu (2) 
uz stalni &k i d odgovara smanjenju kuta op, odnosno polumjera prstena r na zastoru. 


d) Uz konstantne vrijednosti đ, i d2 (svojstvo grafita) omjer sin p,/sin p» ostat će također konstantan 
pri promjeni energije (valne dužine) elektrona, jer se A krati u omjeru d,/d2. 


e) Tanki sloj grafita sastoji se od niza pločica koje se međusobno nastavljaju tako da im se re- 
dovi atoma iz susjednih pločica međusobno prekidaju. Kako se meta sastoji od veoma velikog 
broja takvih pločica s redovima atoma orijentiranim proizvoljno u svim mogućim smjerovima, 
točke se spajaju (maksimumi difrakcije) u kružnice koje se razmazuju. 


3.36. Monokromatski snop rendgenskih zraka valne dužine A = 72pm pada na 
površinu kristala bakra. Udaljenosti među mrežnim ravninama (paralenim 
površini) su d = 180,4 pm. 

a) Odredite kut pod kojim se prema površini javlja prvi maksimum difrak- 
cije u reflektiranom zračenju. 

b) Nađite maksimalni mogući red difrakcije. 

c) Kolika je minimalna udaljenost među mrežnim ravninama koja bi se 
mogla odrediti korištenjem ovih zraka? 

d) Kolika je energija ovog zračenja i kakva je u usporedbi s energijom fotona 
vidljive svjetlosti? 

> a) Na slici pojednostavnjeno je prikazan opisani slučaj. Točke predstavljaju atome na površini 

kristala i u idućoj ekvivalentnoj mrežnoj ravnini. Kut O u kojem se javlja jaki difraktirani snop 


rendgenskih zraka (prema slici) određen je Braggovim 
uvjetom: 


2dsinO = kA4 (1) 


U našem slučaju prvi maksimum difrakcije nalazi se pod 
kutom 0, = arc sin (A/20) = 11,5" 


b) Prema izrazu (1) red difrakcije & je maksimalan za 
sn =1 2 


Pa 
4 


=53. 


Kenaks == 


c) Prema (1) minimalna udaljenost među mrežnim ravninama dobiva se kada je & = 1, 0 = 90“ 
min = < == 36 pm. 


d) Energija fotona određena je izrazom E = hv, gdje je kh Planckova konstanta 6,6 + 107% Js, 
a » frekvencija. Zamjenom 9» = c/A (c je brzina svjetlosti u vakuumu) nalazimo: 


W=h3= 215-107]. 


Energija zračenja obično se izražavala u elektronvoltima (1 eV == 1,6 +: 10-12 J) pa promatrano 
zračenje ima energiju od oko 17 keV. Uvrštenjem valnih dužina vidljive svjetlosti u gornji izraz 
nalazimo da su energije fotona od 1,5 do 3 eV, tj. oko 10 000 puta manje od energija rendgenskih 
zraka. 


3.37. Pri snimanju difrakcije rendgenskih zraka na polikristaliničnim uzorcima 
(Debyegram) na filmu, koji je savijen po kružnici u čijem je centru uzorak, 
dobiju se linije koje odgovaraju različitim udaljenostima među mrežnim rav- 
ninama ispitivanog kristala. 
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a) Pod kolikim kutovima će se nalaziti linije koje odgovaraju većim udalje- 
nostima među mrežnim ravninama? 


b) Pod kolikim kutovima će se nalaziti linije iz kojih se može najtočnije od- 
rediti promjena udaljenosti među mrežnim ravninama kristala? 


Db a) Iz Bragreova uvjeta za maksimum difrakcije slijedi: 


A 

2d? 

tj. za dani red difrakcije & refleksi koji odgovaraju većim 
udaljenostima među mrežnim ravninama d nalaze se pod 
manjim Braggovim kutovima 9. Isti zaključak vrijedi i za 
kut a (mjeren prema smjeru upadnog snopa) kod kojeg se 
nalazi linija na filmu. Kut a = 20, kao što je prikazano 
na slici 


sin O = 


b) Veća točnost se dobije kada maloj promjeni d odgovara 
velika promjena Braggova kuta O. Diferenciranjem (1) nala- 
zimo: 


dcos08 A0 + sin0Ađ = 0 


Ad 
AO = — tg Fa 


Najveća točnost se dakle dobiva za velike kutove, tj. Braggov kut 0 = 90“, odnosno za linije koje 
se nalaze pod kutom difrakcije a == 180“ (vidi zadatak a). Negativni predznak u gornjem izrazu 
dolazi zbog toga što povećanju udaljenosti d odgovara smanjenje kuta 0. 


3.38. U spektru rendgenskog zračenja bakra nalaze se dvije bliske linije, dublet 
Kia 1 Ko: 


a) Odredite kutni rascjep linija K4, i Ka» kod difrakcije pod kutom a = 


= 160% ako jeo 2,5 . 1073. 


b) Koliki je razmak tih dviju linija na filmu koji je savijen oko uzorka u kruž- 
nicu promjera D = 11,46 cm? 


c) Za koji kut difrakcije se te dvije linije na filmu ne bi razlikovale ako je 
širina linije na filmu približno 0,2 mm? 


B a) Kut difrakcije a (mjeren prema smjeru upadnog zračenja) jednak je dvostrukom Brag- 
govu kutu O. Iz Braggova uvjeta: 


2d sin O = kA4 (1) 
diferenciranjem uz konstantni d (zadani kristal) nalazimo: 
2d cos ĐAO = kA1. (2) 
Dijeljenjem izraza (2) s (1) dobivamo: 
AA 


Uvrštenjem zadanih veličina nalazimo Aa = 2A0 == 2,84 + 10-2 rad = 1,62". 
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Hrib Bl Ko tekad iti: Kolsjojiu? 


b) Razmak između linija na filmu jednak je produktu kutnog rascjepa i polumjera filma: 

Al = 2A8 - 2 = 1,62mm. 
Isti rezultat se dobije ako se uoči da je dužina filma upravo 360 mm, tj. jednom milimetru filma 
odgovara kut 1". 


€) Linije se neće više razlikovati kada razmak među njihovim centrima bude 0,2 mm. Time je 
određen kutni rascjep: 

_ 0,2 

= 114,6" 


Uvrštenjem AO u jednadžbu (3) nalazimo a' = 20 a 70". 


3.39. Na snimci difrakcije rendgenskih zraka (Debyegram) na srebru ista linija 
koja se na temperaturi t, = 20 *C pojavljuje pod kutom B, = 160" javlja 
se na temperaturi t, = 600 *C pod kutom 6, = 154". 
a) Odredite linearni koeficijent temperaturnog širenja srebra u tom inter- 
valu temperature. 
b) Obrazložite zašto je upotrijebljena linija koja se pojavljuje pod velikim 
kutom difrakcije. 


B> a) Linearni koeficijent termičke ekspanzije a definiran je jednadžbom: 


1 Iz pam li 
d=—-—-—, 
lhto—t 
Produženje tijela pri zagrijavanju posljedica je promjene razmaka među mrežnim ravninama d, 
tj.: 
_1e4-d 
di t—ti 
Izrazimo li đ, i Z, pomoću Braggova uvjeta, imajući na umu da je kut difrakcije B = 20 (zadatak 
3.37), nalazimo: 


a= 


1 ( (sin Bil2. 1). 


ta— ti sin Bal2 
Uvrštenjem podataka za B, i B2 nalazimo da je za a = 1,85 + 10-5 K-!. 


b) Zato što je za veće kutove fB veća točnost mjerenja. U tom slučaju manjoj promjeni razmaka me- 
du mrežnim ravninama odgovara veća promjena kuta difrakcije kao što je pokazano u zadatku 3.37. 


3.40. Aluminij ima plošno centriranu kubičnu strukturu. Elementarna ćelija alu- 
minija je kocka u čijim su vrhovima i središtima ploha centrirani atomi. Kada 
se rendgenske zrake difraktiraju na plohi (111), čiji je dio na slici prikazani 
isjenčani trokut, tada se prvi maksimum difrakcije 
javlja pod Braggovim kutem 0 = 1912". 

(A = 1,537 . 10-1% m). 
a) Nađite dužinu brida ili parametar rešetke ele- 
mentarne ćelije aluminija. 


b) Pomoću parametra rešetke i broja atoma u ele- 
mentarnoj ćeliji odredite gustoću aluminija (Molna 
masa aluminija je M = 26,98 g mol-!). 
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DREK DRES KE RIJEI 


B> a) Udaljenost između susjednih mrežnih ravnina paralelnih ploha (111) određena je Braggo- 
vim uvjetom (k = 1): 


2diii snO =2A 


Geometrijskim se razmatranjem može pokazati đa je diji = 


Sile 


_4V3 
 2sino 


Uvrštenjem A i 0 nalazimo da je parametar rešetke čistog aluminija a = 404,7 pm 


a 


b) U elementarnoj ćeliji aluminija nalaze se četiri atoma (osam osmina u uglovima i šest polovina 
na plohama kocke) tako da je broj atoma u jedinici včdlumena 


sa 32 sin* O 
3V342 
Stvarna gustoća produkt je 2 s masom atoma aluminija koja se može odrediti iz omjera _molne 
mase A i Avogadrove konstante N. 
_ 32sn*0 A 
334 NI 


Uvrštenjem podataka N = 6,03 + 1025 kmol-! nalazimo da je gustoća aluminija o = 2699 kg m-. 


3.41. Zraka nepolarizirane svjetlosti upada iz zraka na površinu sredstva indeksa 
loma 72 i pri tome se dijelom lomi a dijelom reflektira. 
Nađite: 


a) za koji je kut upada (Brewsterov kut) reflektirana zraka potpuno polari- 
zirana; ' 


b) za koji kut upada je zraka koja je reflektirana unutar sredstva indeksa 
loma # (na granici sa zrakom) potpuno polarizirana; 


Cc) Brewsterov kut za dijamant n = 2,4; staklo, n =1,5i vodu 7 = 1,33. 


B> 2) Prema slici reflektirana zraka je potpuno polari- 
zirana ako su lomljena i reflektirana zraka međusobno 
okomite. | 
Naime reflektirana zraka nema komponentu  titra- 
nja (prikazana strelicama) u smjeru svog širenja, 
već samo komponentu okomitu na ravninu crteža 
(prikazana točkama). Lomljena zraka zadržava obje 
komponente. U tom slučaju je: 
sin / == sin (2/2-u), 
tako da se zakon loma transformira u: 


tgu=n 
Kut u = arctg "naziva se Brewsterov kut. 


b) Posve analognim razmatranjem izlazi da je u slučaju 
unutrašnje refleksije: 


4 


odnosno kut upada, za koji je zraka reflektirana u unutrašnjosti sredstva potpuno polarizirana, 
jeu = arcctgn. 


C) u (dijamant) = 67,5%, u (staklo) = 56,3" i u (voda) = 52", 


ctgu =", 
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3.42. Sunčeva svjetlost nije polarizirana. Međutim, svjetlost raspršena u atmos- 
feri djelomično je polarizirana. U to se možemo uvjeriti ako kroz polaroid 
promatramo djelić neba za koji je smjer zraka svjetlosti do našeg oka okomit 
na smjer zraka svjetlosti Sunca do tog 
djelića, kao što je prikazano na slici. 


a) Objasnite kako dolazi do polariza- 
cije u tom slučaju. 


b) Može li se takvim pokusom odrediti 
smjer osi polarizacije polaroida? 


i a) Svjetlost koja dolazi od Sunca nije polarizirana FOna se može predstaviti dvama među- 
sobno okomitim smjerovima titranja (vektora električnog polja) i koji su okomiti na smjer širenja 
svjetlosti a međusobno nepovezani u fazi. Upadna Sunčeva svjetlost može sadržavati električno 
polje, koje oscilira paralelno s našim smjerom gledanja, ali svjetlost raspršena u djeliću neba koji 
* promatramo to ne može. Naime, u tom slučaju bi raspršena svjetlost imala komponentu električ- 
nog polja u smjeru širenja (longitudinalno polje). Dakle, očekujemo da će u ovom slučaju raspr- 
šena svjetlost biti linearno polarizirana u smjeru visine ovog lista papira. 


b) Možemo. Zakrećemo polaroid tako dugo dok kroz njega ne dobijemo maksimum prolazne 
svjetlosti. "Tada je os polarizacije polaroida, u smislu rečenog u a) zadatku, u smjeru odozdo 
prema gore — okomito na liniju gledanja. Spomenimo da se na taj način može odrediti i orijen- 
tacija molekula polimera od kojih su neki polarizatori sastavljeni. 


Napomena: 

Smatra se da su se stari Vikinzi koristili metodom opisanom u ovom zadatku (uz korištenje pri- 
rodnog mineralnog polarizatora) da odrede položaj Sunca iza horizonta (sumrak), što im je bilo 
potrebno kod navigacije iznad sjeverne obratnice. 


3.43. Slika mjeseca koji se nalazi podkutom a = 20" iznad horizonta odražava se 
na mirnoj površini mora (u = 1,33). 
a) Odredite koliko je sjajna slika u usporedbi sa samim Mjesecom ako je 
Mjesečeva svjetlost nepolarizirana. 
b) Da li bi slika Mjeseca bila sjajnija ako bi se on nalazio u zenitu? Kako 
se vaš zaključak slaže s iskustvom? 
B a) Omjer sjaja slike Mjeseca na površini mora i sjaja samog Mjeseca jednak je omjeru intenzi- 
teta refiektirane 7, i upadne svjetlosti Zg. Taj omjer naziva se koeficijent refleksije i označava sa k. 
Intenzitet reflektirane svjetlosti može se prikazati kao suma intenziteta dvaju zračenja sa među- 
sobno okomitim ravninama polarizacije: 
L = IL + I 
Za nepolariziranu upadnu svjetlost, ZL i I, određeni su Fresnelovim relacijama: 
lo sin? (u—1) 
2 sin?(u+2) 


li= 
gdje je u kut upada (u = 5 — a) a | kut loma. Time je: 


=> [EE tg? (u—1) 


2lLsnžau+bD  tg2au+Dl 
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Kut loma / možemo odrediti iz zakona loma (n = 1,33) 
I=arcsin (#72) = 45". 


Uvrštenjem vrijednosti Za u i / u izraz za & nalazimo: 


š L 
Za 0,132. 


Slika Mjeseca na površini vode kada je Mjesec 20" iznad horizonta ima svega 13,2% sjaja 
samog Mjeseca. 


b) Uzmemo li da je kut upada u (a time i?) vrlo malen, sn(u —D)=tg(u—D=u—il, 
sin(u +1) = tg(u +1) =u + |, izraz za k se transformira u: 


Lo _ (u—D 


To (u + 2)? : 


. .. Sinu u se E 
Kada je kut u vrlo malen, tada je i nv == pa gornji izraz prelazi u: 


Kada je Mjesec u zenitu, njegova slika na površini vode ima svega 2% sjaja samog Mjeseca. 
To se slaže sa iskustvom, jer je zaista odraz Mjeseca sjajniji kada je on niže iznad horizonta. 


3.44. Nepolarizirana svjetlost inteziteta To upada okomito na sistem tri idealna 
polarizatora. Prvi i zadnji od njih imaju međusobno okomite osi polarizacije, 
a os srednjega zatvara kut 6 sa osi prvog polarizatora. 
a) Nađite ovisnost intenziteta I svjetlosti koja prođe kroz sistem o kutu 0. 
b) Za koji kut 0 je intenzitet prolazne svjetlosti maksimalan i koliki je to 
onda dio upadne svjetlosti ? 

c) Nacrtajte ovisnost normiranog intenziteta 1/1, okutu0 za0<o< sE 


Loko zdejićE okeja ć 


4 2) Sistem polarizatora prikazan je na slici. 

“ Uzmimo da upadna svjetlost ima amplitudu Ay, tj. 
I, = A4. Od te amplitude kroz prvi polarizator može 
proći samo dio u smjeru njegove osi polarizacije. 
Ako je upadna svjetlost imala amplitudu u smjeru 
koji zatvara kut a, s osi prvog polarizatora prošlo bi 

i=zA,00sa, tj. Iy=Ašcosža. Međutim, kod 
nepolarizirane svjetlosti a može imati bilo koju vri- 
jednost od 0 do 22, pa se intenzitet prolazne svjetlosti 
dobiva usrednjavanjem po mogućim kutovima (0 do 27): 


2 
I, = A (2a)-i | cos? a da 
O 
E 2 2 
1 cosž a A 
= A2 -1 E-2MEm ze 
A3; (220) J (3 3 ) da 5 


ii leme a ita 


Prolazeći kroz prvi polarizator, intenzitet svjetlosti pao bi na polovicu prvobitne vrijednosti, tj. 


Ai = za (u smjeru osi prvog polarizatora). Prema slici dio te amplitude (u smjeru osi drugog po- 


ra 


larizatora) koji će proći kroz drugi polarizator je A, = 2 cos 8, Lj. 
2 


2 
IL = 2 cos? 0. 


Analogno dio amplitude A,, koji prođe kroz treći pola- 324 
. < Ao T L 
rizator, je Ag =—=cos0cosi—>— Vl. 

V2 2 4 
Time je konačni intenzitet svjetlosti koja prođe kroz 


sistem: 


I=L = 52 sin? 26, 


b) Intenzitet prolazne svijetlosti je maksimalan za 


T 
e=2 


C) Uvrštavanjem raznih vrijednosti za O u jednadžbu _ 
(1) nalazimo dijagram prikazan na slici. 0 30 60 8 


i tada iznosi 1/8 upadnog intenziteta. 


3.45. Dvije polaroidne ploče imaju međusobno okomite osi polarizacije dok trećoj, 
koja se umetne između njih, os zatvara kut € s osi prvog polaroida. Pretpo- 
stavimo da na prvi polaroid pada snop linearno polarizirane svjetlosti tako 
da joj ravnina polarizacije zatvara kut 0 s osi toga polarizatora: 


a) Nađite izraz za intenzitet svjetlosti koja prođe kroz ovaj sistem. 
b) Odredite za koji kut 6 taj intenzitet postiže najveću vrijednost i koji dio 
upadnog intenziteta u tom slučaju prolazi kroz sistem. 
A a) Analogno zadatku 3.44 intenziteti svjetlosti nakon prolaza kroz prvi, drugi i treći polari- 
zator jesu: 
lL=A=Alcos?0 = 1,cos? 0 
Ih= A = A42cos?0 = 1, cost 0 
h=I=AŽcos?(n/2 — 0) =1, cost 0 sin? 0. 
a. M : : I. 
b) Relativni intenzitet / = .a je: 
o 
i=cost Osin? 0. 


Uvjet da #7 ima ekstremnu vrijednost jest: 


ni = —4cos? 0sinš O + 2sinO cos* 0 = 0. 
Iz izraza za # očito je da je O + 0 u slučaju maksimuma, pa se gornji izraz reducira na! 


viki 
V2 


Maksimalni # dobijemo za 0 = 35*16', i on iznosi 14,8% upadnog intenziteta. 


tg0 = 
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A: KA obr koa ia 


3.46. Dio linearno polarizirane upadne svjetlosti prolazi kroz realni polarizator 
pri bilo kojem kutu između osi polarizatora i smjera polarizacije upadne 
svjetlosti. Uzmimo da je až14 dio linearno polarizirane svjetlosti koji prođe 
kroz takav polarizator kada su osi polarizatora i smjer polarizacije upadnog 
snopa paralelni, a 621, kada su međusobno okomiti. 

a) Ako je upadna svjetlost nepolarizirana, koliki je relativni intenzitet svjet- 
losti kada svjetlost prođe parom ovakvih polarizatora čije osi međusobno 
zatvaraju kut 0? 

b) U posebnom slučaju dvaju idealnih polarizatora (a = 1, od = 0) odredite 
relativni intenzitet prolazne svjetlosti za kutove & od 0%, 45% i 90". 

c) Obrazložite u čemu je bitna razlika među intenzitetima svjetlosti koje 
prođu kroz dva realna polarizatora, odnosno kroz dva idealna polarizatora. 


B> a) Dio upadne svjetlosti može proći i u smjeru osi i okomito na 0s. Zbog toga je prikladno am- 


plitudu prolazne svjetlosti rastaviti na komponente A, u smjeru osi polarizatora i A,, okomito 
na os. Nakon prolaza kroz prvi polarizator te su komponente: 


Ukupni intenzitet jednak je kvadratu amplitude, tj.: 


I 
I =(a2+862)2. 
2 
Os drugog polarizatora zakrenuta je za kut 0 u odnosu prema osi prvoga. Prema tome, komponente 
amplitude svjetlosti, koja je prošla drugim polarizatorom, jednake su sumi projekcija amplituda 


A, i Ay na osi zakrenuta koordinatnog sustava, kao što je prikazano na slici 


Az = Az cos 0 + Al sin0 
Až = Al cos 0 + A! sin 6. 


Relativni intenzitet svjetlosti koja prođe kroz sistem jest: 


e = 5 (at + 8%) cos? O -L (a? + 82) ad sin20 + a20? sin?8. (1) 
b) Kod idealnog polarizatora (a = 1, & = 0) relativni intenzitet prolazne svjetlosti je: 
Lara - e cos? 0. (2) 


Uvrštenjem vrijednosti 9 == 0", 45% i 90" nalazimo da su odgovarajući relativni intenziteti 1/2, 
i4i0. 


c) Usporedbom izraza (1) i (2) vidimo da se realnim polarizatorima nikad ne postiže potpuno 
gušenje intenziteta upadne svjetlosti. “To se u slučaju idealnog polarizatora događa za kut 0 = 90". 
Nadalje, ni maksimalni intenzitet prolazne svjetlosti nije tako velik kod realnih kao kod idealnih 
polarizatora. 


3.47. Obrazložite prednosti zaštitnih stakala i naočala načinjenih od polarizacijskih 
materijala pred onima s kojima se samo pojačava apsorpcija (npr. metalizacija 
ili bojenje). 
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> a) Poznato je da je nepolarizirana svjetlost oslabljena kada prođe kroz polarizator. Međutim, 
prirodna svjetlost je djelomično polarizirana, tako da se njezin intenzitet mijenja po volji -— ovisno 
o kutu 0 između osi polarizatora i smjera polarizacije upadne svjetlosti. Time u principu možemo 
mijenjati intenzitet prolazne svjetlosti od njezina punog intenziteta do nule, što nije moguće sa 
staklima s kojima se apsorpcija pojačava. 


Napomena: 


Polarizacijski filtri i zaštitna stakla primjenjuju se u uvjetima pri kojima reflektirana i ras pršena 
svjetlost ima vrlo velik intenzitet (u visokim planinama, polarnim krajevima), a isto tako i za sni- 
manje pri izmaglici. 


3.48. Indeks loma kristala kremena za valnu dužinu A =0,59 um za redovnu 
zraku je n, = 1,544, a za izvanrednu n; = 1,553. Kristal je presječen pa- 
ralelno optičkoj osi tako da se najveća razlika brzina redovne i izvanredne 
zrake postiže kada svjetlost upada okomito na površinu kristala. 


a) Odredite debljinu kristala kojom se postiže razlika u fazi x/2 između re- 
dovne i izvanredne zrake valne dužine A = 0,59 um. 


b) Odredite razliku u fazi plave svjetlosti, A =0,41 um, između njezine 
redovne, 7, = 1,557, i izvanredne zrake, 1, = 1,567, nakon što prođu kroz 
kristal. 


c) Opišite stanje polariziranosti za svjetlost iz b) zadatka nakon što prođe 
kristalom ako je upadna svjetlost bila linearno polarizirana sa smjerom po- 
larizacije pod kutom O prema osi kremena. 


d) Redovna i izvanredna zraka svjetlosti valne dužine A razlikuju se u fazi 
za z. Da li je nakon prolaska kroz kristal svjetlost oslabljena destruktiv- 
nom interferencijom ? 


BP a) Možemo zamisliti da redovna zraka, odnosno izvanredna, idu kroz sredstva različitog indeksa 
loma. Nakon prolaska kroz kristal debljine d nastaje razlika u optičkom hodu zraka: 


č=(m—n)d 


kojoj odgovara razlika u fazi: 
27 
A = Sa (7, sit ni) d. (1) 


Debljina kristala d koja izaziva razliku u fazi zraka za 7/2 jeste: 


A 


o 4(m — m)“ 


Uvrštenjem podataka nalazimo da je d = 1,639 +: 10-* m. Takvu pločicu nazivamo pločicom 
četvrtine valne dužine. 
b) Analogno a) zadatku, uvrštavajući zadane vrijednosti u (1), nalazimo Ae = 0,8n = 144". 
C) Ako linearno polarizirana svjetlost upada pod kutom & prema optičkoj osi kristala, tada su 
amplitude redovne, odnosno izvanredne, zrake određene kao projekcije amplitude A, upadne 
svjetlosti na međusobno okomite osi, tj.: 

A,= A, cos 8 

A, = Ave sin 0. 
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Ukupna amplituda prolazne svjetlosti jest: 


> 


A =T A, cos ot e K Ai cos (ot — 0,820) (2) 


= Aolicos & cos ot + ksin 0 cos (Wt — 0,8 20)]. 
Vidimo da je u općem slučaju, 0* < 6 < 90", prolazna svjetlost eliptički polarizirana. Posebni 


slučajevi su za 0 = 0" ili 90%, kada je prolazna svjetlost linearno polarizirana, zatim za 0 = 45", 
kada je kružno polarizirana, 


d) Ne bi. Titranja vektora električnog polja redovne i izvanredne zrake međusobno su okomita 
(2), pa je interferencija nemoguća, 


3.49. Da li je razlika u indeksu loma redovne i izvanredne zrake dovoljan uvjet 
da se pojavi dvolom, tj. da se vidi dvostruka slika predmeta kad se promatra 
kroz takav kristal? 


B- Nije. Takav kristal treba da bude i monokristal. U polikristala osi su različito orijentirane u 
pojedinim zrnima (kristalitima). Kako je ukupan broj zrna velik, ukupni efekt ne daje dvolom. 
Takav je i prirodni led za koji je n, = 1,309 i n, = 1,313, a iz iskustva je poznato da led ne poka- 
zuje svojstva dvoloma, 


3.50. Kada linearno polarizirana svjetlost prolazi kroz neke otopine, zakreće se 
njezina ravnina polarizacije. Tu pojavu nazivamo optičkom aktivnosti. Ona 
je povezana sa svojstvima molekula otopljene tvari, tj. sa simetrijom njihove 
građe. Otopina šećera u vodi je optički aktivna tvar čiji je kut zakretanja rav- 
nine polarizacije razmjeran koncentraciji šećera i dužini puta koji pređe 
polarizirana zraka u otopini. Molekule šećera približno su oblika helikoi- 
dalne spirale. 

a) Pokušajte objasniti (kvalitativno) zakretanje ravnine polarizacije u otopini 
šećera uzevši u obzir da se linearno polarizirana svjetlost može prikazati kao 
suma dvije kružno polarizirane svjetlosti u međusobno suprotnim smjerovima 
polarizacije (lijevo i desno). 

b) Odredite specifični kut zakretanja ravnine polarizacije, tj. kut zakretanja 
po jedinici koncentracije otopine i jedinici puta, za otopinu šećera, ako se 
ravnina polarizacije linearno polarizirane svjetlosti zakrene za a == 3%20', 
pri prolazu kroz / = 5 cm otopine koja sadrži c = 0,01 g šećera u 1 cm?. 


b a) Svaka linearno polarizirana zraka svjetlosti amplitude A4, može se prikazati kao suma dviju 
cirkularno polariziranih zraka. Ampliruda svake od cirkularnopolariziranih zraka iznosi polovicu 
mplitude linearno polarizirane zrake a međusobno imaju suprotne smjerove polarizacije. 
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Kada cirkularno polarizirane zrake padaju na spirainu molekulu šećera nakon raspršenja zbog 
odsutnosti zrcalne simetrije molekula, brzine širenja zraka, nisu više jednake. Cirkularno polari- 
zirane zrake se različito lome te nastaje dodatni pomak u fazi među njima. To uzrokuje zakretanje 
ravnine polarizacije linearno polarizirane rezultantne svjetlosti, kao što je to prikazano na slici 
u dva različita trenutka, 


ka £ 


—_ 2 


Sve molekule šećera su jednake (spirale su motane na isti način) pa je kut zakreta razmjeran broju 
molekula, tj. putu koji prevali polarizirana zraka i gustoći molekula u otopini. 


b) Prema a) zadatku kut g, za koji se zakrene ravnina polarizacije upadne zrake, je u: 


Pp = ale, 

gdje je a specifični kut zakreta; 
= 
a= = 


Uvrštenjem podataka nalazimo a = 66? g“! cm2. 
Kut zakretanja ravnine polarizacije za linearno polariziranu svjetlost, ponekad se koristi za odre- 
đivanje koncentracije otopine. 


3.51. Pretpostavimo da je ionosfera homogenog sastava i da oštro graniči s razri- 
jeđenim zrakom iz više atmosfere. Nadalje, neka je brojevna koncentracija 
plazme u ionosferi C(e) = 5 .- 10/2 m-*ineka se sastoji pretežno od elektro- 
na. Uzmimo da ti elektroni nisu posve slobodni već da imaju vlastitu frek- 
venciju (plazme) », = 2 + 107 Hz. 

a) Odredite indeks loma plazme za kratke radio-valove valne duljine 
A=10 m. 

b) Na osnovi a) zadatka i činjenice da je indeks loma kratkih valova u zraku 
n=1 (jer je vlastita frekvencija vezanih elektrona mnogo veća od frek- 
vencije kratkih radio-valova) objasnite zašto ionosfera djeluje kao ogledalo 
za kratke valove (ona ih reflektira natrag u niže slojeve atmosfere). 


B> a) Indeks loma plazme (elektrona) je (u slučaju kada je prigušenje malo) dan izrazom: 


Ce? 
2 Eo me (02 — 072) “ 


n=1+ 


Uvrštenjem vrijednosti za o, = 2759, i C nalazimo n = 0,59, 


b) Iz a) zadatka vidi se da je indeks loma 72 kratkih radio-valova manji od njihova indeksa loma u 
zraku. Time je situacija analogna onoj kada zraka svjetlosti iz optički gušćeg sredstva upada na 
njegovu granicu prema optički rjeđem sredstvu. U tom slučaju, kao što je poznato, zraka svjet- 
losti se lomi od okomice-u optički rjeđem sredstvu kao što je prikazano na slici, 
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Snellov zakon za lom zraka svjetlosti je: n,<n, 


BH _ : Ea ' : 
nusinu =nosinl. La DREK 


Vidimo da povećanjem kuta upada dolazi do totalne [TIL] L] 
refleksije, sin / == 1, tj. zraka ostaje u sredstvu indeksa Su OŽGLIn 
loma 11: ' LL rapšnana 


' a ITS) 

sin, = —-. 

z jeka vaš sum, 
Za svaki kut upadanja koji je veći od kuta totalne re- u Some sauzsa 


fleksije u zraku zraka se reflektira na granici sredstva aBaR SNK, 


natrag u sredstvo s indeksom loma 7. čaaršana 
Sitriacija je analogna onoj sa upadanjem kratkih radio sal žans 
valova iz nižih slojeva atmosfere na granicu s ionosfe- saansaa 
rom. U našem slučaju je granični kut za totalnu reflek- GOTI 
siju kratkih radiovalova: TIL b] 


4% = arcsinn == 36%", 


Pojava da se kratki valovi, koji upadaju na granicu ionosfere pod kutom # > ta, reflektiraju nazad 
na Zemljinu površinu, primjenjuje se kod radio-difuzije (prenošenja radio-programa). 


3.52. Ustanovljeno je da je indeks loma ionosfere za radio-valove s frekvencijom 
100 MHz jednak 0,9. Odredite: 


a) brojevnu, koncentraciju elektrona u ionosferi; 
b) faznu brzinu tih radiovalova u ionosferi; 


c) grupnu brzinu tih valova u ionosferi i objasnite razliku između rezultata 
u b) i c) zadatku. 


B> a) Gustoću elektrona možemo odrediti iz izraza za indeks loma plina: 


Ne? 


ME ZACETDE 2 
Uz pretpostavku da su ti elektroni slobodni (vlastita kutna frekvencija wo == 0) nalazimo: 
Ne? 
0,1 = SERMoa (2) 


Uvrštenjem podataka za €, = 8,54 + 10-12 C?2N-!m-?%,e€ == 1,6 + 10-!* Cim = 9,1 + 10-5! kg 
nalazimo N 2,5 + 107 elektrona u kubnom centimetru ionosfere. 


b) Fazna brzina je definirana kao: 
foo) 
vu; = 3 (3) 
Za sredstvo indeksa loma # veza kutne frekvencije w i valnog vektora & je: 


n 
o=ka. (4) 


Iz (3) i (4) nalazimo: 
vr, = en 
Uvrštenjem n = 0,9 vidimo da je fazna brzina radio-valova frekvencije 10% Hz u ionosferi oko 


10% veća od brzine svjetlosti u vakuumu (c == 3: 105m s-!). 
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c) Grupna brzina je definirana izrazom: 


v, = do (5) 


Da se odredi v,, potrebno je, dakle, poznavati funkcionalnu ovisnost ew (&). Nju nalazimo iz izraza 
(1) uvrstivši izraz za 1 iz (4\: 


fo) Než 
== 6 
X. € 2 EgMmewe (6) 
: dk \"!t : 
Kako je dw/dk = Se) > iz izraza (6) nalazimo: 
fi 
Vg = qa NE (7) 
2 EoMmeo? 


Drugi član u u. ivniku izraza (7) prema (2) jednak je 0,1 tako da je grupna brzina tih radiova 
lova u ionosferi v, = 0,91 c, tj. oko 10% manja od brzine svjetlosti u vakuumu. 


d) Rezultati iz b) i c) zadatka naizgled su kontradiktorni. Dok je u b) zadatku dobivena fazna 
brzina veća od brzine svjetlosti u vakuumu (najveće brzine kojom se može širiti neki signal); 
grupna brzina je nešto manja od c, kao što se moglo očekivati. Međutim, fazna brzina se odnosi 
na brzinu promjene faze ravnog vala (idealiziranog sinusnog titranja) te, prema tome, ne opisuje 
brzinu širenja realnog elektromagnetskog zračenja. Takvo zračenje uvijek je superpozicija valova 
s određenim spektrom frekvencija. U tom slučaju grupna brzina upravo daje brzinu prostiranja 
amplitude modulacije te superpozicije. Kako upravo ta amplituda određuje energiju, tj. prijenos 
energije zračenjem, ona jedino i ima fizikalno značenje, a njezina brzina širenja nešto je manja 
od brzine svjetlosti, kao što se i očekuje. 


3.93. Kada Sunčeva svjetlost prolazi kroz atmosferu, njezin intenzitet slabi zbog 
raspršenja na molekulama. Pretpostavimo da je atmosfera homogeni sloj zraka 
(n = 1,000 29) debljine h = 10 km i da se u jedinici volumena nalazi N 
centara raspršenja (broj molekula po m? pri standardnim uvjetima). 


Udarni presjek za raspršenje svjetlosti na pojedinom centru jest: 


1 22 2 0 
= Tr 
63 € Ee . 2) (02 — 04)? 
a) Nađite ovisnost intenziteta svjetlosti o prijeđenu putu. 


b) Odredite koliko je oslabljen crveni dio Sunčeve svjetlosti (A == 0,68 um) 
pri prolazu kroz atmosferu kada je Sunce u zenitu i na horizontu. 


Cc) Nađite omjer intenziteta plave (A = 0,45 um) i crvene svjetlosti jednakog 
početnog intenziteta nakon prolaza kroz atmosferu kada je Sunce na hori- 


Zontu. 


B> a) Kada paralelni snop svjetlosti upada u sredstvo 
u kojem se nalazi N centara raspršenia u jedinici volu- 
mena, tada je promjena intenziteta svjetlosti u tankom 
sloju toga sredstva širine dx na udaljenosti x unutar 
sredstva: 


dl = — INo dx. 
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Promjena intenziteta ovisi o gustoći centara raspršenja N, udarnom presjeku pojedinog centra 
o, intenzitetu koji dolazi do tog sloja 7 i, naravno, o debljini sloja dx. Negativni predznak ozna- 
čava slabljenje intenziteta u raspršujućem sredstvu. Ukupni intenzitet u nekoj točki dobije se inte- 
griranjem po prijeđenu putu svjetlosti x: 


[4 --vefo 


nI=—Nox+hnC I= Gere, 
Iz početnog uvjeta x = 0, / = I, nalazimo C=1 o tj. 
I=1,e-No, (1) 


b) Iz izraza za udarni presjek raspršenja svjetlosti: 


1 ( e2 \? c0* 
= ei KAKE, KESE. FS 
6 64 \ m,cž ) (02 — 00)? 
i izraza za indeks loma zraka: 


nE 
: = 2e9 \me2] (0 — 0) 


te nakon kvadriranja izraza za u — 1 i njegova dijeljenja s izrazom za o dobivamo: 


_2G—1)2(22\* 
No = (5 e (2) 


Pri tome smo uzeli da je clo = 4/2m. 


Primjenom (1) i (2) nalazimo da je dio crvene svjetlosti koji stigne na Zemlju kada je Sunce u ze- 
nitu: 


_ 26-02 (22\*, 
Ska (7) (3) 
Io 


Uvrštenjem podataka (N = 2,7 +: 1025 m-*) nalazimo da na Zemlju stigne 95% crvene svjet- 
losti Sunčeva zračenja. Kada je Sunce na horizontu tada je omjer.intenziteta: 


sE 2 “mnm 
, 4 a (5) VR TT. 
——— = € mi 


Io 


(4) 


Uvršten'em polumjera Zemlje R = 6,37 + 10% m na- 
lazimo da u tom slučaju s 17,5% crvene svjetlosti stigne 
do promatrača. 


Cc) Uvrštenjem valne dužine plave svjetlosti u (4) nala- 
zimo da je omjer intenziteta plave i crvene svjetlosti 
(istog početnog intenziteta) koje stignu na Zemlju kada 
je Sunce na horizontu 1,/1, == 6,4 - 10-*. Upravo zbog 
toga što se gotovo sva plava svjetlost rasprši još u 
višim slojevima atmosfere crvena se boja neba pojavi 
kada je Sunce na horizontu (crvena svjetlost se bliže 
raspršuje), 


3.54. Promatrač se giba brzinom v ususret ravnom valu svjetlosti. Nađite izraze 
za kružnu frekvenciju w' i valni vektor &' ravnog vala svjetlosti u sustavu 
promatrača. Uzmite da bi u sustavu opažača koji miruje ravni val imao oblik 
a=A, cos (vt — kx) i da vrijede Lorentzove transformacije za položaj i 
vrijeme koje vidi opažač, koji se giba brzinom v» u odnosu prema drugom 
opažaču. 
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NE IOTA ZENE SRNOJI 


B> Opažač koji miruje detektirao bi ravni val: 
a(xt) = Ao cos (vt — kx) 


Promatrač u gibanju također mora detektirati istu amplitudu Ay, jer se energija ravnog vala nije 
promijenila zbog gibanja promatrača. Nadalje, ravni val i u sustavu promatrača koji se giba ostaje 
ravni val, tj. ima iste točke u kojima mu je elongacija nula i u kojima je maksimalna Ay. 


Dakle, oba opažača vide isti oblik ravnog vala: 
Ao cos (ot — ks) = A, cos (ot — k'x") (1) 


Za promatrača koji se giba moramo, međutim, vrijeme i položaj u fazi ravnog vala, što ga vidi 
promatrač koji miruje, transformirati u njegov referentni sustav pomoću Lorentzovih transfor- 
macija: 
x — ut " — usle 
= —————— = >. 
V1 — vžjež V1 — vžjez 


Uvrštenjem nalazimo: 


(2) 


2 
4005 (01 — ke) — Ap cos [ ae id -raze 


V1 = vžjež : V1 — vžlez 
Iz (1) i (2) slijedi: 


; 0 + ko = k + ovjež 
Vi — v2le2 Vi — v?|e? i 


Budući da je za svjetlost & = z 


o -oPite k-.ltaf 


1—vie' 


"Te relacije pokazuju da je frekvencija tog izvora pomaknuta prema višim frekvencijama za pro- 
matrača koji se giba prema izvoru svjetlosti opisanom ravnim valom. U obrnutu slučaju, kada se 
opažač udaljuje, pomak je prema nižim frekvencijama. Taj pomak u frekvenciji naziva se Dop- 
plerov pomak. On (za valove svjetlosti) ne ovisi o tome da li se opažač, izvor ili oboje gibaju. To 
je posljedica konstantnosti brzine svjetlosti. 


3.55. Dopplerov efekt se pojavljuje kod zvučnih valova. Međutim, u tom slučaju 
promjena frekvencije s brzinom dana je različitim izrazima kada se promatrač 
giba od izvora i kada se izvor zvučnog signala giba od opažača. Tako je u 
prvom slučaju v =v (1 — (2/V)), a u drugom v =»(1 + (2/P))-! (v je. 
brzina gibanja opažača, odnosno izvora, a V brzina zvuka). 

a) Obrazložite zašto za svjetlost Dopplerov pomak ne ovisi o tome giba li se 
se promatrač ili izvor, a za zvuk ovisi? 

b) Postoji li mogućnost da promjena frekvencije zvučnih valova ne ovisi o 
tome tko se giba (opažač ili izvor)? 

c) Kako u istim uvjetima kao u b) zadatku ovisi promjena frekvencije svjet- 
losti o brzini? 


B 2) Zvuk se različito od svjetlosti giba stalnom brzinom u odnosu prema zraku. Opažaču koji 
se giba čini se da se zvuk širi brže, odnosno sporije, ovisno o načinu kojim se opažač giba prema 
zvučnom valu. Tako će, na primjer, za opažača koji se giba od izvora zvuka brzinom zvuka frek-- 
vencija biti nula, dok će za opažača od kojega se izvor udaljuje brzinom zvuka frekvencije biti »/2. 
Brzina svjetlosti je međutim stalna u odnosu prema bilo kome tko je promatra i bez obzira na 
to tko se giba: izvor ili opažač, 


226 


b) Lako se uvjeriti da za v < V promjena frekvencije ne ovisi o tome giba li se izvor ili opažač. 
Naime, nazivnik izraza za frekvenciju, kada se izvor giba, može se razviti. Zanemarenjem članova 


višeg reda (jer je v/V <& 1) nalazimo: 


v\-! v 
Piješ — =vll—-—|. 
2 v (1 + 5) =v ( 2 
Isti je izraz kao i kada se opažač giba. 
c) Kada se izvor svjetlosti i opažač međusobno udaljavaju, frekvencija svjetlosti koju prima opažač je: 


pali 
€ 


1+ 
€ 


: HERE: <a M g . 7 : 
Razvojem brojnika i nazivnika, te uzevši u obzir da je <& 1, nalazimo: 


"-o(1— 2) (+2)? =»(1-2) (1-2) e» (1-2). 


Vidimo da je izraz analogan onome iz b) zadatka. U nerelativističkom slučaju Dopplerov efekt 
za svjetlost dan je formalno istim izrazom kao i za zvuk kada je brzina izvora zvuka (ili opažača) 
mnogo manja od same brzine zvuka, 


3.56. Nacrtajte kako ovisi omjer A'/A o omjeru v/c brzine relativnog gibanja izvora 
svjetlosti i opažača s brzinom svjetlosti: 


a) kada se izvor i opažač međusobno udaljuju ; 
b) kada se približavaju. 
c) Nacrtajte odgovarajuće dijagrame za frekvenciju » u slučajevima a) i b) 


d) Iz dijagrama a) zadatka odredite brzinu kojom bi se morala gibati neka 
zvijezda u odnosu prema opažaču pa da njezina inače zelena svjetlost (A = 
= 0,54 um) izgleda opažaču crvena (A = 0,65 um). 


A 
6 A 
5 
B> a) Prema prethodnom zadatku omjer valne du- 
žine X, koju prima opažač kada se izvor i opažač 4 
međusobno udaljuju, i valne dužine A, koju prima 
kada međusobno miruju jeste: 
3 
X _(1+ovc\k 2 
ao li= s) a 
1 
Uvrštenjem prikladnih vrijednosti vJe nalazimo dija- ' 
gram prikazan na slici, 0 02 04 06 7 08 Uk 


KARE RE DRE u EREKOETI PODNA: 


e akne ua doe E a) 


b) Analogno u slučaju kada se izvor i opažač pri- A 
bližavaju pomoću relacije (2) nalazimo dijagram, ka- A 
ko je prikazan na slici. 1 

A 1—ov/c\k 

= == ——— 8 

A 1+ SE) : Q 

A pare B odo 06 

Cc) Kako je A = c/v, to bi dijagram v'/v za slučaj 
a) izgledao isto kao dijagram za Y/A slučaju b) i 
obrnuto. 04 
d) Iz dijagrama u a) zadatku vidimo da za A'/A = 02 
— 0,65/0,54 a 1,2 odgovara > ze 0,2. Dakle, zvi- 
jezda bi se trebala gibati brzinom v = 6 + 107m s-! 0. 02 04. 08 08 1 


L4 
od opažača. e 


3.57. U Haleovu opservatoriju ispitivana je apsorpcija svjetlosti nekih maglica 
pomoću kalcija. Valne dužine apsorbiranih H-linija kalcija (valna dužina 
u laboratoriju, A = 0,4044 um) s tih maglica zajedno s njihovim udaljenostima 
od Zemlje prikazane su u ovoj tablici: 


Maglica u zviježđu Udaljenost d/m Xlum (apsorbirana) 
Djevica 3,8 + 1023 0,4060 
Veliki Medvjed 5,3 + 1024 0,4237 
Sjeverna Kruna 6,9 + 102“ 0,4344 
Bootes 1,23 + 1025 0,4609 
Hidra 1,89 + 1025 0,4970 


a) Nađite u kojem smjeru u odnosu na Zemlju i kolikom brzinom se giba 
svaka od tih maglica. 

b) Nacrtajte dijagram ovisnosti brzine maglica o udaljenosti od Zemlje. 
c) S obzirom da je ista ovisnost i za brojne druge maglice, kakav zaključak 
bi se mogao izvesti za svemir u cjelini? 

d) Može li se iz toga također zaključiti da je Zemlja u centru svemira? 


B a) Kako je valna dužina H-linije kalcija za sve te ma- 


glice veća nego u laboratorijskim uvjetima, one se prema 
prethodnom zadatku udaljuju od Zemlje (vu < 0). Prema 
izrazu iz prethodnog zadatka; 


i & — ie) 
=:c 1 i: 42142 > 8 
i uvrštenjem podataka iz tablice nalazimo: 
6 
Maglica iz zviježđa ' | o/ms-! 
Djevica 0,12 + 107 5 
Veliki Medvjed 1,4 +107 
Sjeverna kruna 2,14 + 107 2 
Bootes 3,9 +107 ' 
Hidra 6,4: 107 


l 


b) Dijagram je prikazan na slici 
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Vidimo da se brzina kojom se te maglice udaljuju od Zemlje povećava razmjerno s njihovom uda- 
ljenošću od Zemlje. To omogućuje da se iz pomaka valne dužine karakeristične linije zračenja 
maglice odredi njena udaljenost od Zemlje, 


c) Iz navedenoga proizlazi da se Svemir širi, tj. da se maglice međusobno udaljuju. Taj rezultat 
je polazište teorije eksplozije svemira. 


d) Ne može. U nekom volumenu koji se stalno širi za svaku od čestica unutar tog volumena iz- 
gleda kao da se udaljuje od bilo koje druge brzinom koja je proporcionalna udaljenosti među njima. 


3.58. Već gotovo 250 godina zna se za aberaciju svjetlosti. Ta pojava uzrokuje 
da se pri promatranju neka udaljena zvijezda čini pomaknuta. Zbog toga 
teleskop mora biti usmjeren za neki kut o ispred očekivana položaja zvi- 
jezde. 

a) Objasnite tu pojavu, tj. nađite izraz za kut o pretpostavivši da pojavu 
uzrokuje gibanje Zemlje. 

b) Odredite maksimalni kut p za neku zvijezdu koja se nalazi blizu pola 
ckliptike. Polumjer Zemljine putanje oko Sunca je # = 1,49 + 101! m, masa 
Sunca m, = 2 + 102% kg). 

c) Kako se uopće može dokazati da ta pojava doista postoji? 


> a) Kada bi Zemlja mirovala da bi se zvijezda vidjela dovoljno bi bilo usmjeriti teleskop prema 
njoj. Međutim Zemlja se giba nekom brzinom v pa treba zakrenuti teleskop nešto ispred zvijezde 
da bi svjetlost prošla kroz cijev, kao što je prikazano na slici. 


"Tangens tog kuta o jednak je omjeru puta x koji teleskop prevali u ne- Z 
kom vremenu t, (x = vt) i puta / koji zraka svjetlosti prevali za isto vri- 
jeme, / = ct. Međutim ovo razmatranje je izvršeno sa stanovišta mir- 
nog promatrača, dok se stvarno na Zemlji koja se giba mjeri udaljenost 


» 
Cc 


«= e 
Vi= vile 
Time je: 
i _ LA za vle 
pr l V 1 — ov?2/e 
što je ekvivalentno: 
sinp = > (1) 


b) Da bi se odredio o, treba znati brzinu Zemlje v. Brzinu odredimo iz uvjeta da gravitacijska sila 
međudjelovanja Zemlje i Sunca daje centripetalnu 'akceleraciju zemlji: 


2 
mz m, v 
G Z S = m, =, 
2 
r T 


Uvrštenjem podataka za 21, i r nalazimo v--3 + 10*ms-!. Pomoću formule (1) dobivamo: 
Pp = 20,6“. 


Cc) Zaista, jednim mjerenjem nije moguće ustanoviti postoji li aberacija svjetlosti jer ne znamo 
stvarni položaj zvijezde. Međutim, dva mjerenja u razmaku od šest mjeseci daju; kut zakreta u 
različitim smjerovima, jer su i brzine Zemlje u ta dva položaja međusobno usporedne, ali suprot- 
nih smjerova. 
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3.59. Jedan od mogućih izvora svjetlosti je šupljina čiji su zidovi na konstantnoj 
temperaturi od 4000 K, ima otvor polumjera 5 mm. 


a) Kolika se snaga emitira iz šupljine u vidljivu dijelu spektra (0,4—0,7 um)? 
b) Kolika je ukupna emitirana snaga? 

Cc) Koja je valna dužina koja odgovara maksimumu zračenja? 

d) Kojom frekvencijom titra val koji pripada maksimumu zračenja? 


P> a) Prema Planckovu zakonu zračenja, spektralna odzračnost (radijacijska egzitancija) dana je 
izrazom: 
Zn k* 1 
MS E. 


Proizlazi da je svjetlosna odzračnost M,: 


42 4 
_ he 
2ne2h dA 2nežk o kT 
M, = js še a F5 € da, 
4 4 


jer u tom intervalu valnih dužina jedinicu možemo zanemariti prema eksponencijalnom članu, 
Supstitucijom: x == kcJA kT dobivamo: 
*1 
5 U 4 Eo e*= ae T)* [e (x? + 3x2 + 6x + oj“ 
x2 
Uvrštavanjem dobivamo svjetlosnu odzračnost 2,987 +: 10% Wm-?. 


Prema tome, emitirana snaga je 2,987 + 106 + 25 +: 10-95 W = 234,6 W 


b) Ukupnu odzračnost izračunamo tako da uzmemo u obzir sve valne dužine: 


[2 
M. = [SP _ Zn“ +/ x3 dx 
6233 e — 1 

Br _1 0 

gdje je x = kcJA kT, a rješenje integrala je 1n*/15. Prema tome, odzračnost, odnosno ukupna snaga 
zračenja po jedinici površine je: 

Dat kt 
1502 43 


Moe 1,44 +: 107 Wm-2. 


Rezultat koji smo dobili upravo je Stefan-Boltzmanov zakon M, = eg .T“, gdje je e koeficijent apsor- 
pcije (1 u slučaju šupljine, tj. idealnog crnog tijela). Provjerite je li faktor ispred T“ jednak Stefan- 
-Boltzmanovoj konstanti: 

Množenjem s veličinom površine otvora dobiva se ukupno emitirana snaga: 1134,3 W, 

Vidimo da se pomoću elektromagnetskih valova vidljiva dijela spektra, pri temperaturi od 4 000 
K prenosi oko 20% energije. 


Cc) Tražimo ekstrem krivulje M,: 
dM, xe* 


Za I 
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gdje je x = hcJAkT. Grafičkim rješavanjem te jednadžbe dobiva se x as 5 iz čega proizlazi: 


he ar 
Žamks * T= sp 3 10 Km. 


To je upravo Wienov zakon. Upotrebom te relacije dobivamo valnu dužinu elektromagnetskog 
vala čija je emisija najintenzivnija: 
Amaks == 0,75 um. 
Taj val nalazi se u infracrvenom dijelu spektra blizu crvene svjetlosti. 
d) Frekvencija titranja elektromagnetskog vala dana je izrazom: 


Pnaks "= €] Amaks =4- 1016 Hz. 


3.60. Pokažite da je za opisivanje elektrona u vodikovu atomu potrebno primije- 
niti zakone kvantne fizike. 


Upotrijebite podatke: polumjer atoma ro == 0,53 + 10-!%m i naboj elektrona 
e = — 1,6 : 10-12 C. Ti podaci mogu se eksperimentalno odrediti. Nadalje, 
služite se slikom prema kojoj je atom građen kao planetarni sistem. Vodik 
se sastoji od protona naboja +- e koji miruje, jer je mnogo veće mase nego 
elektron (m, == 9,1 + 10-3! kg), i elektrona koji kruži. 


Objasnite zašto klasična fizika ne može objasniti stabilnost atoma. 


B> Pronađimo veličinu koja odgovara djelovanju 7. To će biti ukupna energija koju elektron ima 
pri kruženju puta vrijeme potrebno za jedan obrtaj. 
1 Ž e? 
W = 3 MV k nm 
Na elektron djeluje Coulombova sila koja omogućava kružno gibanje, tj. uzrokuje rađijalnu akce- 
leraciju, pa je prema Newtonovu zakonu: 


Prema tome, ukupna energija po iznosu jest: 


le 


2 
W = drum. s -18 7, 
3 k a 2,24 * 10 J 


Period tog kružnog gibanja iznosi: 


_ 2rot _ VE: u Npr 
T= _ =2raa srzi 10 S. 


J = WT = 3,36 + 10-%+]s. 


Vidimo da djelovanje ima red veličine kao Planckova konstanta, pa moramo rabiti zakone kvantne 
fizike. 


Prema klasičnoj fizici atom ne bi bio stabilan, jer kada se naboj giba nekom skceleracijom, on emi- 
tira elektromagnetske valove u skladu s Maxwellovim jednadžbama. Atom zrači u prostor neku 
energiju. Prema tome, po klasičnoj fizici elektron se ne bi mogao održati na putanji, nego bi pao 
na jezgru i pri tome bi emitirao kontinuirani spektar. Međutim, spektar vodikova atoma je diskre- 
tan, Dakle, za opis atoma ne možemo primijeniti zakone klasične fizike. 
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3.61. Eksperimentalno je utvrđeno da vodikov atom emitira diskretan spektar elek- 
tromagnetskih valova, a valne dužine tog spektra mogu se odrediti pomoću 
relacije 1/4 = R(1/m? — 1/n?), gdje su mi n cijeli brojevi, a R (1,097 + 107 
m 1) eksperimentalno određena Rydbergova konstanta. 

a) Pokažite da se ta relacija može dobiti na osnovi ovih pretpostavki: 

1. Elektron kruži oko mirnog protona i ne zrači. Polumjeri tih kružnica od- 
ređeni su kvantizacijom kutne količine gibanja; mr,V, =n kh. 

2. Prijelazom elektrona iz višeg energetskog nivoa u niži elektron zrači kvant 
energije W,, — W, = hv, gdje je "mn frekvencija izlaznog elektromagnetskog 
vala, a ni n označavaju broj staze na kojoj se nalazi elektron. 

b) Balmerova serija elektromagnetskog zračenja nastaje prijelazom elektrona 
iz više staze u stazu sa n = 2. 

Odredite granične valne dužine te serije. 

Cc) Prema klasičnoj elektrodinamici elektron bi morao zračiti elektromagnetski 
val iste frekvencije, kojom kruži oko jezgre. Kolika je ta frekvencija odnosno 
valna dužina za elektron, koji kruži na prvoj stazi # = 1? Usporedite tu frek- 
venciju sa stvarnim frekvencijama koje daje vodikov atom! 

d) Odredite dopuštene energetske nivoe u atomu vodika i ionizacijski po- 
tencijal vodikova atoma. 


Bb a) Energija elektrona koji kruži na n-toj stazi dana je zbrojem njegove kinetičke i potencijalne 
energije koju ima zbog toga što se nalazi u elektrostatskom polju protona (+ €). 


il e 


4n €o Tn 


(1) 


1 
W, = 2 mey? = 
Centripetalnu akceleraciju elektrona uzrokuje Coulombova sila, pa prema 2. Newtonovu zakonu 
imamo: 
H> se2 v?2 
seo (2) 


za € 


== m 
4neg 12 Tn 


Jednadžbe (1) i (2) daju da je energija elektrona u n-toj stazi: 


lo ez 
Marge BNEg Tu (9) 
Skakanjem iz #4 u n stazu emitira se foton: 
€? l ] 
Poe kre re) 


Bohr je uvidio da je taj izraz vrlo sličan eksperimentalno nađenoj formuli, i da bi dobio isti izraz, 
kvantizirao je kutnu količinu gibanja elektrona; 


MeraVn = nt. (5) 
Uvrštavanjem navedenih izraza i na osnovi veze valne dužine i frekvencije, c = Av, dobivamo: 
1 _ me ] 1 (6) 

Anm 8cešh3\n? my 


Izračunajmo faktor ispred zagrade: 


me“ 


Bcezka = 1,097 * 107m-i. 
0 
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b) Granične linije Balmerove serije dobivamo prijelazom elektrona iz 3. u 2. nivo i prijelazom 
iz nivoa koji je veoma udaljen od jezgre (m == 00) u drugi elektronski nivo, 


2.92 
: = _ = 656,3 nm 


ha GR ro 


4 
Aco2 == R = 364,6 nim, 


c) Iz jednadžbi (2) i (5) dobivamo da elektron može kružiti po kružnicama polumjera: 


n> hey 


n me? 


= 0,53 + 10-2122 m. 


ta = 


Uzimajući r = 0,53 + 10-1% m (iz Bohrova modela) i v, na osnovi relacije (3) dobivamo: 


V lu/ e = ia 
"17 žarooo2m Ve marš E eje 


Ta je frekvencija dvostruko veća od najveće frekvencije iz spektra vodikovog atoma (rel. (6)). 


Primijetimo da taj izraz dobivamo iz Thomsonova modela atoma. Zašto? 


d) Iz jednadžbe (2), (3) i (5) dobivamo da je energija elektrona na n stazi: 


Energija koju je potrebno dovesti elektronu da bi skočio iz n u m stazu jest: 


4 
We — VW, = Moa ( - l ): 


8elh2 \n m? 


Energiju koju je. potrebno dovesti elektronu da bi se odvojio od atoma dobivamo tako da u gor- 
njem izrazu stavimo 27 == oo — uz uvjet da se elektron nalazio u prvoj stazi: 


đ 
W == 6 = . -18 
> gig obino“) 


Prema tome, ionizacijski potencijal iznosi: 


3.62. 


W= žu = 13,6 V. 


Pomoću relacije neodređenosti i izraza za energiju elektrona u vodikovu ato- 
mat Pp? Buie : 
mu, W= g ko (W i p su prosječne vrijednosti tih veličina): 
m 


a) nađite izraz za Bohrov polumjer i energiju potrebnu da se elektron otrgne 
iz vodikova atoma; 

b) pokažite da elektron ne može boraviti u jezgri atoma neko značajnije 
vrijeme (dimenzije jezgre su Ar — 10-!* m). 


Bb a) Polumjer putanje i količina gibanja elektrona međusobno su povezani relacijama neodređe- 


nosti: 


pr>đ (1) 


h= m. h je Planckova konstanta 
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a : , h " i m (tai 
Iz relacije nalazimo da je r >> — pa uvrštavanjem te vrijednosti u izraz za energiju elektrona 


nalazimo: 
pa p? e2 me = 1 
M Bira breme 


Bohrov polumjer odgovara putanji najniže energije u vodikovu atomu, pa ćemo odgovarajuću ko- 
ličinu gibanja elektrona p naći iz uvjeta za minimum energije: 


LAN M 
dp m hi 
Po=k -. e 
Uvrštenjem Pg u jednadžbu (1) nalazimo Bohrov polumjer: 
42 
To S raži 


Uvrštenjem ro | 29 u izraz za energiju elektrona u vodikovu elektronu nalazimo: 
4 


me 
W, = — kž DI TE 


Energija (ionizacije) potrebna da se elektron otrgne iz vodikova atoma kada je u najnižem ener- 
getskom stanju jednaka je upravo W'y. 


b) Pretpostavimo za trenutak da elektron može boraviti u jezgri. U tom slučaju bi njegova mi- 
nimalna količina gibanja bila određena iz relacije: 
ArAp ># 


Time je također određena i njegova kinetička energija u jezgri. 
(Ap)? ua 


Nade DESETO 


"To je za elektron vrlo velika kinetička energija te se primjenom relacije: 
AWAt>&# 
lako možemo uvjeriti da bi vrijeme života Az elektrona u jezgri bilo prekratko: 


h 2 m (Ar)? 
MEA Eo 


Uvrštenjem za # = 1,05 +: 10-34] s, = 9,1 + 10-*!kgiAr==10-!5 m nalazimo At <. 10-25 s. 


3.63. Prema Planckovoj hipotezi kvantnomehanički sistem može primiti ili pre- 
dati energiju samo u određenim cjelobrojnim iznosima k v, gdje je » vlastita 
frekvencija sistema. 


Na osnovi te hipoteze odgovorite: koju će valnu dužinu apsorbirati jednoa- 
tomni plin vodika u nepobuđenu stanju ako ga obasjamo elektromagnetskim 


zračenjem valnih dužina: A, = 510,0 nm, A, = 102,6 nm, Ay = 86,1 nm 
la = 110,0 nm? 
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čađi laki 


D> U nepobuđenu stanju elektron se nalazi u najnižem energijskom nivou i on može, kada primi 
energiju, prijeći samo na određene više nivoe (udaljenije staze od jezgre). Uvjet za prijelaz jest: 
(zadatak 3.61): 


AR P MAE : 
m = hE gdje je m cijeli broj. 
Iz zadanih vrijednosti za valnu dužinu dobivamo: 

M,<0mMm, =3, ma je imaginaran broj, a 4, = 2,4. 


U prvom slučaju energija, koja je donesena elektromagnetskim valom, nije dovoljna da elektron 
prijeđe na viši nivo. (Nema apsorpcije.) 


U drugom slučaju elektron, prelazi na 3. nivo (3. stazu). Poslije 10-% s vraća se na niži nivo emi- 
tirajući elektromagnetski val kojem frekvencija ovisi o razlici energija višeg i nižeg nivoa. 


U trećem slučaju rezultat je imaginaran, jer je energija upadnog fotona tako velika da je ionizirala 
vodikov atom. Izračunajmo brzinu izbačenog elektrona uz pretpostavku da je jezgra poslije sudara 
ostala mirovati. Kinetička energija izbačenog elektrona bit će jednaka energiji upadnog fotona 
smanjena za energiju ionizacije, 


2 mv? = Wa Sa W, 
v= pi = 0,54 + 105m s-!. 


U četvrtom slučaju ne dobivamo cijelobrojni m, što znači da tu valnu dužinu vodik ne apsorbira. 


Napomena: 


Jednoatomni plin vodika u nepobuđenu stanju postoji samo u međuzvjezdanom prostoru. 


3.64. U jednom eksperimentu s fotoelektričnim efektom obasjavamo površinu 
cezija: 


a) svjetlošću snage Py = 10 mW valne dužine A, == 670 nm; 
b) svjetlošću snage P,» =1 mW valne dužine 4, = 598 nm; 


C) svjetlošću snage P,; = 1 mW valne dužine A; = 456 nm. Izlazni rad ce- 
zija je W = 3,088 . 10-12]. 


Ako je efikasnost sudara fotona s elektronima u metalu, koji dovode do iz- 
bacivanja elektrona, p =0,5 %, odredite zaustavni napon, tj. napon koji 
sprečava izlaz elektrona iz metala, dakle struju u slučajevima a) do c). 


B> a) Prema Einsteinovoj teoriji fotoefekta kinetička je energija izlaznog elektrona: 


= my? =Ww—W=—01:10-]. 


Iz toga proizlazi da je brzina imaginarna veličina, tj. elektron neće izići iz metala — ma kako ve- 
liki intenzitet svjetlosti bio. 


b) Zaustavni napon mora biti takav da je: 


eU > E m0, 
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pa je prema tome: 


Broj fotona, koji u jednoj sekundi dolazi do površine cezija je pa gdje je hv, je energija jednog fo- 
2 


Pob 


tona. Broj fotona koji vrše efikasne sudare je ra To je ujedno i broj elektrona koji u sekundi 
. 2 
izlazi iz površine. Struja elektrona prema tome je: 
Pob _ 
th = kv, e= 2,4 MA 
c) unešenu 
A3e e 
P 
s= spola = 1,8 LA. 


U trećem slučaju zaustavni napon je veći jer je i veća energija fotona upadne svjetlosti. 
Struja je manja jer je manji broj fotona upadne svjetlosti. 


3.65. Točkasti izvor svjetlosti snage P, = 10 W emitira monokromatsko zračenje 

valne dužine A = 0,55 um. Poznato je da je ljudsko oko osjetljivo na naj- 
manji tok svjetlosti od oko 60 fotona u sekundi. 
a) Pri kojoj maksimalnoj udaljenosti čovjek još vidi izvor svjetlosti ako za- 
nemarimo disperziju svjetlosti, a prosječni promjer zjenice je d =3 mm? 
b) Kako bi ta udaljenost ovisila o valnoj dužini upotrijebljene svjetlosti? 
c) Možete li na osnovi b) zadatka reći zašto je za signal opasnosti izabrana 
crvena svjetlost. 


i» a) Od točkastog izvora svjetlosti fotoni se šire radijalno u svim smjerovima (prostorni kut 47:). 
To znači da će na zjenicu ljudskog oka doći samo dio svjetlosti iz prostornog kuta 2. 


_ da 
 4R? 


R 


Prema tome je dio snage izvora koja završava u ljud- 
skom oku: 
Q 


P=Poar 


Svjetlost je kvantizirana i energija fotona je: 
W =, 


gdje je h Planckova konstanta (6,6 : 10-54] s) a v frekvencija v = sa 


Prema tome je broj fotona koji završe u oku (omjer snage i energije fotona): 
d22 
did veni 1 
16 R2 hc I 


n=P, 


Uvrštenjem podataka nalazimo da je maksimalna udaljenost R = 5,1 + 10* m. Ova udaljenost 
je znatno veća nego što očekujemo iz iskustva, jer smo zanemarili disperziju u zraku koja jako 
smanjuje početni intenzitet svjetlosti (vidi zadatak 3.53). 
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b) Iz (1) nalazimo 
x d = 
4 V nhcPa 
Vidimo da će za veću valnu dužinu ta udaljenost biti veća (R -— 42). 


Cc) Iz b) zadatka je očito dase R biti najveći za crvenu svjetlost. Budući da je i disperzija najmanja 
za crvenu svjetlost, ona je i najpriklađnija za znak opasnosti. 


3.66. Radio-antena emitira radio valove frekvencije v =1 MHz snagom P = 
-= | kW. Koliko fotona emitira u sekundi? 


Da li je za opisivanje zračenja elektromagnetskih valova iz antene potrebno 
primijeniti zakone kvantne fizike? 


B> Snaga koju zrači antena iznosi 1 kW. Energija se prenosi u kvantima iznosa kv = 6,63 + 10-25]. 


Prema tome, broj fotona koji izlazi svake sekunde iz antene jest 103/(6,63 - 10-25) = 1,5 + 107%. 
Broj je velik, te možemo uzeti da energija kontinuirano izlazi iz antene. 


Prema tome, zračenje elektromagnetskih valova iz antene je u skladu sa zakonima klasične fizike. 


3.67. Pokažite da slobodni elektron ne može potpuno apsorbirati foton. 


B> U sudaru je očuvana linearna količina gibanja: 
hic = mv, 
i energija: 


hv + moc? = me? 


| 02 
mamac dora 


Iz tih triju jednadžbi proizlaze dva rješenja za v: 0ic. 


gdje je: 


Rješenja nemaju fizikalnog smisla. 


3.58. A. H. Compton je 1923. obasjavao grafitnu ploču x-zrakama valne dužine 
A ="70 pm i mjerio valne dužine raspršenog zračenja. Osim valne dužine 
upadnog zračenja dobivao je još jednu, koja je bila nešto veća i ovisila je o kutu 
pod kojim je mjerio. 

Objasnite Comptonov efekt promatrajući sudar mirnog slobodnog elektrona 
(nije vezan uz jezgru, npr. vodljivi elektron u grafitu) s upadnim fotonom 
(kvantom elektromagnetskog zračenja). Pretpostavite da elektron poslije 
sudara ima brzinu mnogo manju od brzine svjetlosti. 

Na osnovi dobivene relacije odgovorite koje je valne dužine Compton izmje- 
rio pod kutom D = 135* u odnosu prema smjeru upadnog fotona u svojem 
eksperimentu. 
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Bb Prilikom sudara mora vrijediti zakon očuvanja energije i zakon očuvanja linearne količine 
gibanja: 
o 


hh 
F7 70? + um ' (1) 
sin D + v,m (2) 


So my? (3) $ 
» 


uz pretpostavku AA' as 22 iz naveđenih jednadžbi dobivamo; 


e g (1 — cos D). 
me 


Prema tome, Compton je pri kutu P = 135“ dobio, osim A = 70 pm, i valnu dužinu: 


A = 0,704 + 10-%m = 70,4 pm. 


Pod Kutom od 135% može se izmjeriti zračenje valnih duljina 70 pm, koje nastaje raspršenjem na 
vezanim elektronima u grafitu, i 70,4 pm, koje nastaje raspršenjem na slobodnim elektronima. 
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4.1. 


TOPLINA 


Ima li smisla govoriti o temperaturi u prostoru, gdje je vakuum? 


Bb Ne možemo govoriti o temperaturi »savršenog vakuuma«, jer se pojam temperature uvodi i 
definira preko kinetičke energije čestica. Međutim, takav »savršeni vakuum« na makroskopskoj 
skali tlakova ne postoji. Cak i u međuzvjezdanom prostoru, gdje je daleko bolji »vakuum« nego 
što ga možemo postići na Zemlji, ima u kubičnom metru oko milijun atoma vodika 


4.2. 


4.5. 


Bb 2) 


Za atom vodika u međuzvjezdanom prostoru izračunajte: 

a) srednji slobodni put; 

b) srednju kvadratičnu brzinu; 

Cc) prosječno vrijeme između dva sudara. 

Za efektivni promjer atoma vodika uzmite 2r = 0,1 nm. U međuzvjezdanom 
prostoru ima u 1 m? oko 10% atoma vodika temperaure Ta 3 K. 


BE I 1 
I= = = a a: + 1013 m: 
no n:n(2r)? 105 + x + 10-20 o Goa 
Pi — Šar gmritai: e E e anme 
Iz zmo=3 kT proizlazi: v = Pa 273ms"*; 
T= 2 = 1,3 +: 10'!s = 4130 god. 
Za molekulu vodika (H ») u čistoj vodikovoj atmosferi i normalna tlaka odredite 
srednji slobodni put, srednju kvadratičnu brzinu i prosječno vrijeme izme- 
đu dva sudara, i to za: 
a) T=300 K, 
b) T = 20,3 K (vrelište vodika). 
Efektivni promjer molekula vodika iznosi 0,22 nm. 
h= no 6: 1025-105 2 (2,2)2 + 10-20. — zao ON 
_u/3%T _1/3- 138 10-75 - 300 a 
%—\ mo kista memo anim 
L 
q=— =1,27 :10-75;5 


b) hh (25) - 0166: 10-*m 
pra Zrm . moa 
0-0.) PP o som E veša 10-7s. 


4.4. Temperatura ledišta vode iznosi 0 “C ili 273, 15 K, a temperatura trojne točke 
vode (fiksna točka u termometriji) iznosi 0,01 "C ili 273,16 K. Obrazložite 
zašto se te dvije temperature razlikuju. 


> Ledište vode se definira kao temperatura smjese tekuće vode i leda (u termodinamičkoj rav- 
noteži) u otvorenoj posudi pod atmosferskim tlakom. “Trojna točka se definira kao temperatura 
pri kojoj su sva tri agregatna stanja u termodinamičkoj ravnoteži (bez prisutnosti drugih plinova). 


Tlak u trojnoj točki vode je 610,5 Pa — tlak zasićenih para vode. 
Temperatura ledišta je niža za 0,0077“C od temperature trojne točke vode zbog većeg tlaka, i 
za 0,0023 “C zbog primjesa plinova iz atmosfere, 


4.5. Bimetalna traka sastoji se od trake cinka i trake željeza debljine po 0,5 mm. 
Na početnoj temperaturi , =22"C obje su trake jednake dužine Lo =5 
cm. Ako se temperatura poveća na 80 “C, odredite: 


a) polumjer zakrivljenosti trake; 
b) koliki će biti kut O za koji će se traka savinuti; 


Cc) koliko se pomaknuo slobodni kraj trake od prvotnog položaja okomito 
na dužinu trake. 

U danom intervalu temperature koeficijenti linearne termičke ekspanzije za 
željezo, odnosno cink iznose a, = 12,2 + 10-* K-!, odnosno a» = 30,3 - 
#1078 K-1 


>> Li 


kid) go=E Li+Ll2_L+L d 


ZO Balin) io gen 


Ako je Lo dužina irake na temperaturi ž, = 22 *C, 
tada zbog L=Lg(1+aAfr) proizlazi: 


đ 2+ (a2 +a,)At 


2 (a2 — a)A: Mim 

4% 

_Lz—L_Lo(a2—a,) At 4 ha 

dđ đ : Lo A mh sa 

1 \ 
ZN 
VA >< 

— 0,105 rad, = 6,01". 4 pra aa [8 

0) X=r(1—cos 0) = 2,62 mm. 2d 


4.6. Termička ekspanzija tekućina dana je u tabelama relacijom: V, = Vg(1 + 
+ at + bi* + ce*), gdje je t temperatura ("C), aa,bic su konstante, koje 
karakteriziraju tu tvar. 
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Za vodu u intervalu od O do 33 “C vrijedi: 

a = —0,064 27 + 10-3 *C-! 

b = 8,5053 + 10-3*C-? 

c = —6,7900 + 10-% *C-3, 

Odredite temperaturu na kojoj je voda najgušća. 


l 


—> o = m/V Voda je najgušća kad joj je specifični volumen najmanji. Tražimo minimum od V (£). 


EE i g prao eo 


V, 2 


b b\?2 a . 
= -sa V() — £ = (4176 + 31,79) *C 
ty = 397"C a 4 *C 
t2 79,6 "C. To rješenje nema fizikalnog značenja, jer navedene vrijednosti od a, 2 i c vrijede 


samo ispod 33 *C. 


4.7. Jedan mol dušika nalazi se na temperaturi 300 K zatvoren u volumenu od 
10 L. Koliki je tlak dušika ako je: 
a) idealni plin; 


b) Van der Waalsov plin (a = — 104 N , b = 0,039.13 ma) 


c) plin izražen preko virijalnih koeficijenata: 


PV B C 
pram dava 
gdje za temperaturu 300 K virijalni koeficijenti iznose: B == — 4,7 cm"/mol, 


C = 1400 cm$/mol?, a R = 8,31432 J mol! K-!: 
Usporedite dobivene rezultate. 


Bb a) P = RTIV = 2,4943 + 10% Pa; 


RTF E s 
P= Sa — 2,4900 + 105 Pa; 
dP= 5 (+5 + = + za +. ) = 2,4932.- 105 Pa. 
Pia Pia 
5-2 = 1,001 72 _Pia_ _ 1,000 46. 
Pvaw i Par 


Vidimo da se rezultati neznatno razlikuju. Zaključujemo da jednadžba idealnog plina vrlo dobro 
opisuje stanje plina ako tlak nije vrlo velik, odnosno temperatura niska. 


4.8. U zatvorenoj posudi volumena 101 ,nalaži se smjesa od 16 g helija i 10 g vo- 
dika temperature 300 K. 
Koliki je tlak plina na stijenke posude? Čiji je parcijalni tlak veći? Obrazlo- 


žite. 
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> Primjenjujemo jednadžbu. idealnog plina i Daltonov zakon parcijalnih tlakova: 


umaka g [9 s) KI 
>= V =(n+n2) V - (zi M2 V . 


Za He vrijedi: n, = 4 mol. 
Za H, izlazi: na = 5 mol. 
Uvrštavanjem dobijemo p = 22,44 105 Pa. 


Veći je parcijalni tlak vodika, jer u posudi ima više molova (čestica) vodika. 


4.9. Smjesa od 24 g helija i 8 g vodika temperature 300 K, zatvorena je u posudi 
volumena 10 m. 
Koliki je omjer termičkih kapaciteta uz konstantan tlak i konstantan volumen 
€, za tu smjesu? 


> Hei H, ponašaju se poput idealnog plina zbog. visoke temperature i velikog volumena, odđ- 
nosno niskog tlaka. 
Iskorištavamo činjenicu da je termički kapacitet sistema jednak sumi termičkih kapaciteta kom- 
ponenata, tj. C = C, + Cx» = cinj, + eona. 

Pao 3 5 
Za He vrijedi: (Cv)i = 3 R, (Co)i = 5 R,.ny = 6 mol 

(Cv)i = 9R, (Cp)1 = 15R. 

pas 5 +7 

Za H, vrijedi (Cv)x = 3 R, (€)2 = 3 R, nz =4mo, 


(Cv)2 = 10R, (C,)» = 14R. 
Za smjesu vrijedi: Cv = (Cv), + (Cv)», = 19R 
C, = (Cp)i + (Cp)2a = 29R 


4.10. Zatvorena posuda A ima konstantni volumen VA = 9L Spojena je sa zatvo- 
renom posudom B konstantnog volumena Vg = IL preko kratke cijevi čiji 
je volumen zanemariv. U cijevi se nalazi specijalni diferencijalni ventil. 
Kad je otvoren ventil omogućava plinu da protječe iz A u B samo ako je tlak 
u posudi A veći od tlaka u posudi B barem za Ap= 1,2 bar. 

Na početku je idealni plin u posudi A temperature (T,)o = 300 K i tlaka 


(Pa)o = I bar, a u posudi B je vakuum. 


a) Diferencijalni ventil je otvoren. Ugrijemo cijeli sistem na T, = 420 K. 
Koliki su tlakovi u posudama B i A? 

b) Neka se sistemi A i B nalaze u konačnom stanju iz zadatka a). Zagrijavamo 
AiBodT,na T, = 540 K. Ovisi li konačni tlak plina u A 1 B o tome da 
li je ventil bio otvoren ili zatvoren dok se plin zagrijavao? Objasnite rezultat. 
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B- a) Upotrebljavamo jednadžbu stanja idealnog plina, i to u početnom stanju za sistem A, a u 
konačnom stanju posebno za sistem A, a posebno za sistem B: 


(Da)o Va =nR (Ta)o. > u = (Ty MAT 


j PBVs = nRT, (Pa +APĐ) VA = mRTi. 


Izlazi: _ V, Ti. La m 
De = VL+V, E (Da)o — AP| = 0,18 bar 


Da = Da + Ap = 1,38 bar 
b) Nije svejedno je li ventil otvoren ili zatvoren. 


Kad je ventil zatvoren, sistemi A i B su potpuno neovisni. Vrijedi: 


T T 
(DaJa = (Da)1 * S. = 1,774, bar (DB)2 = (Pa)u “ <. = 0,231 bar. 
1 


Ako je ventil otvoren dok se plin zagrijava, za tlakove primjenimo istu relaciju kao u zadatku a); 
uzimamo početno stanje s indeksom o, a konačno stanje s indeksom 2. Slijedi:, 

= Va [ T, 

Pro: 

(Pa)2 = (Pp)2 + Ap = 1,74 bar. 


Razlog što su tlakovi u istoj posudi različiti u ova dva slučaja očit je iz jednadžbe idealnog plina. 
U posljednjem slučaju u toku zagrijavanja np raste a na opada pa je Ps veći, a »A manji nego u 
prvom slučaju. , 


(PA)o — bo] = 0,54 bar 


4.11. Na slici prikazana je jedna mogućnost K 
mjerenja niskih temperatura. Mala sonda B 
A volumena V_= 1 cm? spojena je preko 
dugačke kapilare K zanemariva volumena 
s posudom B volumena Vg = 20 cm?. 
Posuda B je ujedno i manometar (Bour- 
donova cijev). 


U početku cijeli je uređaj na temperaturi 
To = 300 K, a tlak plina helija u njemu 
je Po=1 bar. Poslije toga, u radnim 
uvjetima, sonda A je nepoznate tempe- 
rature T< To, dok B ostaje na Ty. 


a) Pokažite da između tlaka p, koji u radnim uvjetima pokazuje Bourdonova 
cijev B, i temperature T vrijedi relacija: 


Va + VP, 
do dg 8) 


b) Izračunajte pza T=5K,20K i 100 K. 


ME pboaika dp 
c) Izračunajte osjetljivost dr tog termometra za navedene temperature. Ka- 


ko osjetljivost ovisi o temperaturi? 
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Bb a) U početku je cijeli sistem u termodinamičkoj ravnoteži, pa vrijedi: »o (Va + Vs) = nRT. 
U radnim uvjetima temperature u -A i B su različite. No, preko kapilare K održava se mehanička 
ravnoteža, pa je tlak » u A i B jednak. Primjenjujemo jednadžbu stanja idealnog plina posebno za 


A a posebno za B. 
PVA = nRT 


2Ve = nsRTo 
n=n +na 


Iz te četiri jednadžbe proizlazi traženi rezultat. 


b) 


TIK | 5 20 | 100 


did 0,26 | 0,6 | 0,914 


dp ALEN A) 
E O TAVEENADE 
T;K | 5 | 20 | 100 
de j bar K-1 | 0,039 | 0,013 pm 


dT 


Vidi se da osjetljivost raste sa snižavanjem temperature. Tim bi se termometrom relativno dobro 
mogle pratiti promjene temperature u niskotemperaturnom području, dok je na višim tempera- 


turama osjetljivost premalena. 


4.12. Cilindar je podijeljen klipom u dva dijela: A i B. U početnom stanju u oba 
dijela cilindra nalazi se idealni dvoatomni plin temperature T4, = 300 K. 
Početno sranje plina u dijelu A je: (PAx)o =2 bar, (VA) =ILaudiielu B: 
(fr)o = 1 bar, (Ve)o =1 L. 

Orkočimo klip i on se kvazistatički giba, bez trenja, do položaja ravnoteže. 


Odredite stanje plina (p, T, V) u dijelu A 1 u 
dijelu B, ako je proces: 

a) izoterman, 

b) ađijabatski. 


Bb a) Primijenimo plinsku jednadžbu na početno i konačno stanje: 
(Da)o Vo = mARTo_(Pa)o Vo = msRTg 
DA =PB U. E VL = Va 
na (Du)o VV, 
VA + Ve = 2Vo; Vs = 2Vo[3, Va = 4Vol3 


Proizlazi: Na _ (Pa)o _ Va sb pajeV. =2 


_ Vo _. Ve _ 
Da = Pa = (Da)o PE 2 bar FUZZTE NN 3/2 bar. 


Naravno Ta= Tae= Ta 
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b) I sistem A i sistem B adijabatski dolaze iz početnog stanja u konačno, pa je: 
Pa VA = (Pa)o VE = 220 VŽ 
Pe (Vo) = (Pa)o Vd = po VŽ 
Va+ Va=2V. 


Pa = DB. 
Iz tih jednadžbi proizlazi: 
Kn=r= = 
1+ 2 
Vu = 1,243 Vo 


Da = Pa = 1,476 bar. 
Iz jednadžbe adiabate TVY-! = konst, dobivamo: 
Vo 


2 2 
(T)=Te, ( JA ) =112T7 (Ta) = Ta (ze) = 091774. 


4.13. Koliki bi morao biti početni tlak idealnog komprimiranog plina na tempera- 
turi 300 K da ga jednokratnom adijabatskom ekspanzijom na tlak 1 bar 
ohladimo: 


a) do temperature tekućeg dušika, 77 K (za idealni plin uzmite dušik); 


b) do temperature tekućeg helija, 4,2 K (za plin uzmite helij)? 
Ocijenite eventualnu mogućnost primjene takva procesa za ukapljivanje tih 
i sličnih plinova. 


# 
B> Jednadžbu adijabate pišemo u obliku: ?, = ?2 ( nI , gdje jey = = adijabatska kon- 
2 v 


stanta plina. 


7 
a) Za N, vrijedi y = 7/5. Dobivamo: Pi, = (7) = 116,74 bar, 
5 
bira5) Ba (£5)* — 4,31 + 105 bar. 


Očito su tlakovi previsoki, osobito u b) zadatku,za direktnu primjenu tog postupka pri ukapljiva- 
nju. Početni tlak bi morao biti još veći da se odvede i latentna toplina ukapljivanja. 

Adijabatska ekspanzija se primjenjuje pri ukapljivanju navedenih plinova, ali ne kao jednokratan 
proces, već u cikličkom procesu, i to u kombinaciji s drugim metodama hlađenja, kao što su Joule- 
-Thomsonovo protjecanje (vidi zadatak 4.30), direktna izmjena topline s hladnom povratnom stru- 
jom plina itd. 


4.14. Činjenica je da temperatura Zemljine atmosfere opada s visinom. Srednja 
vrijednost tog sniženja temperature iznosi a; 8 K/km. 


a) Koji bi po vašem mišljenju bio glavni fizikalni razlog tog fenomena? 


b) Pretpostavimo da je tome glavni uzrok adijabatska ekspanzija zračnih 
struja koje se, zbog razlike tlakova po vertikali, dižu u visinu. Izračunajte 
promjenu temperature s visinom, podrazumijevajući zrak idealnim plinom. 
Usporedite dobiveni rezultat s navedenim podatkom te pokušajte objasniti 
razliku. 
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zuba je ROVINJA: 


PK JE KK VIKI SRE? 


B a) — približno adijabatska ekspanzija zraka uvis 
— različita udaljenost od površine Zemlje kao izvora topline 
1—y 
b) Polazimo od jednadžbe adijabate: T +- p * = konst. Diferenciranjem dobivamo 


dra pi Sd: 
? b 


Zatim tražimo vezu između promjene dp tlaka i promjene dž visine. Caoa vrijedi . 


Uzimamo da se zrak sastoji od 25% O, i 75% N,, tako da vrijedi »= — i M = 29-5_ š 


plinske jednadžbe proizlazi: mol 


d7.»=1 ME. 
dk = BE 9,78 K/km. 


— og dh. 


Pomoću 


Slaganje s eksperimentalnim podatkom je vrlo dobro. Međutim, mi smo, uzimajući u obzir samo 
adijabatsku ekspanziju, dobili efekt nešto veći od realnoga. Dodavanjem doprinosa i ostalih efekata 
dobili bismo još veću razliku. Dakle, utjecaj adijabatske ekspanzije u realnim uvjetima nešto je 
manji od prije izračunatog. Očito je razlog taj što dizanje zračnih struja nije savršeno adijabatski 


proces. 


4.15. Cilindar je podijeljen klipovima K, i K, na dva dijela: A i B. Cilindar i kli- 


povi su savršeni termički izolatori. Klipovi su u početnom položaju zakočeni, 
no ako ih otkočimo, mogu se gibati bez trenja unutar cilindra. U klip K, ug- 
rađen je ventil koji možemo izvana otvoriti ili zatvoriti. 

Na početku se u dijelu A nalazi zrak (idealni plin) temperature Ty = 300 K 
pod tlakom ?o = 1 bar, dok je u B vakuum. U početku je ventil zatvoren, 
a odnos volumena je VA = 2Ve = 2Vu4. aaa oat 
a) Oba klipa ostaju zakočena. Otvorimo ventil. 
Koje je konačno stanje plina? 

b) K, ostaje zakočen, a ventil zatvoren. Otko- 

čimo K,. Koje je konačno stanje plina? 


2 
4 
4 
% 
4 
K 
4 
4 


Cc) K, ostaje zakočen. Istodobno otkočimo K, i otvorimo ventil. Kada se 
tlakovi u cilindru izjednače, zatvorimo ventil. Koje je konačno stanje plina 
u dijelu B? 


d) Ventil ostaje zatvoren. Istodobno otkočimo K, i K». Koje je konačno 
stanje plina? 


A a) Proces je po definiciji adijabatski, pa je 4dQ = 0. Budući da su oba klipa zakočena, ne vrši se 


nikakav rad. Primjenom 1. zakona termodinamike izlazi; 


dU = dQ + dW = 0. 


Pošto se unutarnja energija nije promijenila, i temperatura ostaje konstantna. Dakle, T= Ty. 


V = VA + Ve=3V.a 
b = 2p0l3. 
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Puna nasu 


b) Plin obavlja rad na K,. Ravnoteža se uspostavi kad se K, pomakne do kraja nadesno. Iz jed- 


nadžbe adijabate dobijemo uz V =3Vo, i v = s B 
2Vo \? 2Vo\"-1 
P= bo(7;2) - 0567 po T= Te( 552) '- 085 Te 


Cc) Okolina, vanjski atmosferski tlak, obavlja rad na sistemu i pomiče K, nadesno. Mehanička 
ravnoteža se uspostavi kada tlak u dijelu B i A dosegne vanjski tlak (as 29). 
Iz 1. zakona termodinamike izlazi 


dU = dW 
U našem slučaju vrijedi: 
AW = — boVo (= "8RT.) 


tissana, 


U—-U=CvaT—To)=nmeviT— To) 
Dakle, dobivamo: 
: neRTo =Načv(F — To) 


Iz jednadžbe cp — cv = R dobijemo R/ev = y — |, pa izlazi: 
T=yTo=1ATo, uz već poznato Ve= Voip=po. 


d) Oba klipa se usporedo translatiraju nadesno sve dok K, ne dođe do kraja cilindra. To je ko- 
načno ravnotežno stanje sistema. Očitojep=PiV=VA=2Va. T= To, jer se unutarnja 
energija nije promijenila. Rad izvršen na K, i K, jednak je po iznosu, a suprotan po smislu, pa 
je ukupan rad nula. 


4.16. Helij se nalazi u početnom stanju A (14 K, 15 bar). 
a) Iz stanja A idealni plin helij prelazi adijabatski na tlak iznosa 10 bar, 
zatim prigušenim protjecanjem na tlak 1 bar. Kolika je konačna temperatura 
helija? 
b) Iz stanja A idealni plin helij prelazi prigušenim protjecanjem na tlak 
10 bar, zatim adijabatskom Spina na tlak 1 bar. Kolika je konačna 
temperatura helija? 


c) Ako umjesto idealnog plina promatramo realni plin helij u stanju A, da 
li će se konačna temperatura znatno razlikovati od ranije dobivenih? "Tem- 
peratura inverzije helija je veća od 30 K. 


E 2 
bYVT.=T (2) Fa T, (22): = 119K; 
DB DA 


b) Tu = TA 


c) Konačna temperatura (To), će za realni helij biti. niža. U adijabatskoj ekspanziji nema bitne 
razlike između idealnog i realnog helija, međutim, realni helij se hladi i kod prigušenog protje- 
canja ako se ono zbiva na T < Ti,,: Ako iz T-S dijagrama za realni helij očitamo odgovarajuće 
temperature u stanjima B i C, dobijemo: 


(Tak = 12K, (To, = 10K 
(Ta = 134 K (To = 5,3K. 
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4.17. Dokažite pomoću 2. zakona termodinamike da se dvije kvazistatične adija- 
bate ne mogu sjeći. 


Bb Pretpostavimo da se dvije adijabate mogu sjeći. Neka 
se one sijeku u točki B. Dodajmo još izotermu koja 
siječe naše vadijabate« u točkama A i C. Time smo dobili 
zatvoren ciklus ABC u p-V dijagramu. Prema slici 
ukupni rad tog ciklusa bio bi W = Wap + Wzrc + 
+Wecea = 0Q, (prema 1. zakonu termodinamike), 
To bi bio »perpetum mobile« druge vrste, jer bi davao 
rad u kontaktu samo s jednim spremnikom topline. 
Takav je stroj nemoguć (2. zakon termodinamike). 
Prema tome, naša je početna pretpostavka pogrešna. 
Dvije se adijabate u kvazistatičnom procesu ne mogu 
sjeći. 


Ili, ako računamo koeficijent iskorištenja ciklusa: 


= e = 100 %, što je veće od koeficijenta iskoriš- 


tenja za Carnotov proces. To se opet protivi 2. zakonu 
termodinamike. 


4.18. Zamislimo da isti tip parne lokomotive vozi u Sibiru i u središnjoj Africi. 
Postoji li razlika u koeficijentu 17) iskorištenja? Zbog jednostavnosti razma- 
tranja pretpostavimo da stroj lokomotive radi po idealiziranom Carnotovom 
ciklusu. 


Bb Veći koeficijent iskorištenja imat će stroj koji radi u Sibiru, jer je temperatura okoline niža. 
Za Carnotov stroj vrijedi g, = 1— T2/T,. Za manji T', (temperatura hladnog rezervoara) 17, 
je veći. 


4.19. Promatrajmo Carnotov proces koji radi između toplog spremnika temperatu- 
re T, i hladnog spremnika temperature T,. Koeficijent iskorištenja ciklusa 
možemo povećati povećavanjem T',, odnosno snižavanjem T'. 


Koji je od ta dva postupka efikasniji (za istu promjenu temperature)? 


T, 
P Do 


= [2 Jar, (2 ) 
Aq = ( T, )AT, + ( IT, AT, = m T AT, +AT, . 


—2 <1, dakle efikasnije je smanjiti temperaturu hladnijeg spremnika. (Naravno, temperaturu 


spremnika ne možemo mijenjati, ali možemo odabrati novi spremnik drukčije temperature.) 


4.20. Pretpostavimo da radite u uredu za patente. Izumitelj vam donese nacrt 
stroja za koji tvrdi da apsorbira toplinu O, = 5 + 10ŠJ kod temperature T, = 
= 500 K, predaje toplinu O, = 10%] pri temperaturi T, = 290 K i daje 
mehanički rad W = 3,5 + 105J. Što biste mogli odgovoriti izumitelju? 
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B> Takav je stroj nemoguć jer se protivi 1. i 2. zakonu termodinamike. 
Q—.Q, M 4 +105) £3,5: 108] = W; što se ne slaže s 1. zakonom termodinamike. 
= W]/Q, = 0,7 
ne= 1—> TuT, =0,42. 


Taj bi stroj imao koeficijent iskorištenja veći nego što ga ima Carnotov proces između odgovara- 
jućih temperatura. To je nemoguće jer se protivi 2. zakonu termodinamike, 


4.21. a) Idealni Carnotov stroj uzima toplinu od sistema A (voda i para na 100 *C) 
i predaje toplinu sistemu B (voda i led na 0 “C). 
Koja se količina pare treba kondenzirati u sistemu A da bi se u sistemu B 
rastalio jedan kilogram leda? 


Lip = 22,6 * 105 J/kg, Li =33,4 > 10% J/kg 


b) Ako ciklusu promijenimo smjer, tj. ako on radi kao hladnjak, kolika će se 
količina vode ispariti u sistemu A da bi se u sistemu B 1 kg vode zamrznuo? 


Cc) Izračunajte koeficijente iskorištenja navedenog stroja i hladnjaka. 


T, L T, 
a) = >> kx= = —o > = 0,202 kg; 
b Zi Q, Q, 1 ; > Did 7 : > 8; 
b) 0,292 kg. Rješenje je numerički isto kao u prvom dijelu zadatka, jer se Q, i Q»i W nisu 
promijenili po iznosu. Jedino se, zbog obrnuta smjera ciklusa, fazni prijelazi zbivaju u obrnutom 


smjeru. 
6) Za stroj dobivamo: 


Za hladnjak proizlazi : 


O, Q, m: 
= >= = 2,13. 
M 0,05, gren 


4.22. Jedan mol idealnog jednoatomnog plina prolazi reverzibilno ciklus prikazan 
na slici. Odredite: 


a) ekstremne temperature ciklusa (u je- p 
dinicama 74); 


b) primljenu toplinu u jednom ciklusu; 


c) ukupni izvršeni rad u jednom ciklusu ; 


d) koeficijent iskorištenja ciklusa i koe- 
ficijent iskorištenja Carnotova stroja koji 
bi radio između istih ekstremnih tem- 
peratura; 


e) promjenuentropije između stanja B i C. 
Energetske jedinice izrazite u RT. 


b) 


c) 


d) 


€) 


4.23. 


b) 


c) 


d) 


4.24. 


Taila: =. Ta 


v-1 
T raks: =I=TA (52) = 1,58 Ta; 
Ve 
Op = Opo = cv(To — TB) = SR: 0,58 To = 0,87 RT; 


Vs 


Was = RTolh=2 =06RT, 
Va 
Wea = ST Te — Ta) = 087RT 
Wu, = Wea — Wa = 0,18 RT»; 
Wie T% 
ma. M ni mem maj 
PTO * vo 15874 
Saso = BLA Don: 
F ji 


Idealni dvoatomni plin prolazi reverzi- 
bilno na slici prikazan ciklus. Odredite 
iste veličine kao i u prethodnom zadatku. 


Tmaks "= To 


Pe a 
Tata = TA- Ta (52) 


VA 


Te(35 )* = 0,525 To; 


V, 
Oy = Qsc= Wrc= RT, h = 
B 
= RToln5 = 1,609 RT o; 


5 
Wu == WeEc > Was = Opce — Oca = 1,609 RT, — si R(T0 — 0,525 Ty) 
Wu = 0,296 RT; 


Wix 0,296 
OZ ro i 


ne = 1 -=- 0,475; 
. 2 


€) Ss — Se = S = 1,609 R. 
0 


U sredini manje prostorije s velikim prozorima (koji se lako otvaraju i za- 
tvaraju) nalazi se hladnjak. Temperatura zraka vani je 25“C,a tolika je i 
temperatura (stacionarna) u prostoriji prije uključivanja hladnjaka. 

Da li uključivanjem (i evnetualno isključivanjem) hladnjaka možemo (u 


principu) sniziti temperaturu prostorije? 
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Poba toei, 


Bb Da. Kad bi prostorija ostala zatvorena, uključivanje hladnjaka samo bi povećalo temperaturu 
u njoj. Naime, na račun vanjskog rada (kompresor napajan elektromotorom) izvlači se neka ko- 
ličina Q, iz zamrzivača, ali se u prostoriju šalje još veća količina topline Q2 (Q, > Q, zato što je 
T2> T,) 

Ako i otvorimo ohlađeni hladnjak, ukupni efekt bit će grijanje prostorije. 

No, zgodnim kombiniranjem otvaranja i zatvaranja prozora (u stvari, kombinacija izotermnog i 
adijabatskog procesa) možemo proizvesti ukupni efekt hlađenja. Prvo, uz otvorene prozore uklju- 
čimo hladnjak; tada toplina Q, izlazi pa se temperatura prostorije ne povećava. Kad se hladnjak 
ohladi, isključimo ga, zatvorimo prozore i otvorimo vrata hladnjaka. Izjednačivanjem tempera- 
tura hladnjaka i zraka u prostoriji, konačna temperatura u prostoriji bit će niža od početne. 


4.25. Na osnovi principa rada hladnjaka je li moguće grijati prostoriju (zimi kad 
je temperatura okolice niska, npr. ispod 0 *C)efikasnije nego direktnim pret- 
varanjem električne energije u Jouleovu toplinu? 


—> Moguće je. Zbog pojednostavnjenja razmatranja promatrajmo hladnjak koji radi po obrnutu 
Carnotovu procesu. Hladni rezervoar temperature T, neka je hladna okolina, a topli rezervoar 
temperature T', neka je prostorija koju želimo grijati. Na račun ukupnog uloženog rada W iz- 
vlači se iz hladnog rezervoara količina topline Q, i predaje toplom rezervoaru količina topline 
Q2. Po prvom zakonu termodinamike za taj kružni proces vrijedi: 


0,— Qi = W, pa je Šo og 


Na tom načelu rade tzv. toplinske pumpe, koje postižu omjer Q,/W čak do 7, tj. za 1 J uloženog 
rada razviju toplinu od 7]. 


4.26. a) Izvedite slijedeće izraze za totalne diferencijale unutarnje energije, en- 
talpije, Helmholtzove funkcije i Gibbsove funkcije: 


dU = TdS — pdV 
dH =TdS+Vdp 

dA = — SdT —pdV 
dG = —SdT+Vadp. 


b) Pokažite da iz navedenih izraza za totalne diferencijale termodinamičkih 
funkcija slijede Maxwellove jednadžbe termodinamike: 
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Bb a) Iz prvog zakona termodinamike dU = dO — p dV proizlazi dU = T4S — pdV. 
Iz definicije entalpije H = U + PV proizlazi: 


dH = dU + pdV + Vdp = TdS — pdV + pdV + Vdp = TAS + Va. 


Analogno iz definicije Helmholtzove funkcije A = U — TS, odnosno Gibbsove funkcije G = 
= H — TS, dobivamo: 


dA = dU — TdS — SdT = TA4S — pdV — TAS — SdT = —pdV — SdT, odnosno: 
dG = dlf — TdS — SdT = TAdS + Vdp — TdS — SdT = Vdp — SdT. 


b) Općenito za funkciju z = z (x, y) totalnog diferencijala 
oz iz 2 oz 2 oz 
_ (2 \a o 22\ _[2 El. 
9 En zi «+(5), ZG (I (MoJ 


Izravnom primjenom zadnje relacije na izraze za dU, dH, dA i dG iz a) zadatka dobijemo tražene 
Maxwellove jednadžbe. 


4.27. Osim Maxwellovih jednadžbi u termodinamici se često primjenjuju tri TdS 
jednadžbe koje su dane relacijama: 


TAS = CAT + (51) dV (prva TAS jednadžba) 
av Pasu 

TdS = C,AT — T(37 7), dp (druga TdS jednadžba) 

TAS = Cy (55), dok €, 02) dV (treća TdS jednadžba): 


Izvedite navedene tri TdS jednadžbe. 
Uputa: Promatrajte entropiju kao funkciju termodinamičkih koordinata: 


S=S(TV), S=S(Tp), odnosno S = S(p,V). 


B> Iz totalnog diferencijala MIKI S = S(T, V) dobivamo 


IS 95 
TdS = Er dV + T(57), dT 


Uvrštenjem Maxwellove jednadžbe (57) = (27) dobivamo prvu T dS jednadžbu 
: T v 


op 
TdS = C,dT + r(3), dV. 


Analogno iz totalnog diferencijala funkcije S = S(T, P) dobivamo 
0S oV 
) aT+ T(55), dp= CpaT - T( 37), dP. 


S . Mo): 


Tu smo iskoristili Maxwellovu jednadžbu (a 
P 


0S 
TA S = T(5r 
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Treću TdS jednadžbu dobivamo na sličan način pomoću totalnog diferencijala funkcije S = S (2, 
2S S 2S oT oS oT 
dn V 
ras 1( 2), +T(39),-7(37),(8),%+ 737), (37), 
T 


Ta S = cx ( SE db+C, (7), dV. 


4.28. Pomoću prve TdS jednadžbe izvedite jednadžbu adijabate: 
a) TV"—'= konst., za idealni plin; 
b) T(V—&)-1 — konst., za Van der Waalsov plin. 
Napomena: Za Van der Waalsov plin vrijedi kao i za idealni plin: 


Y=ele, i 6G—>ce=R. 


LE ER (55) dV 
T ši 9 v cy 
a) Iz jednadžbe idealnog plina dobivamo (35) = Dova proizlazi 
KIEL lj 
T m €y V V 


Integriranjem dobivamo TVY—1 = konst. 


RT 


b) Iz jednadžbe p = P= o a Van der Waalsova plina dobivamo 


(7 ) me pa proizlazi: 
Th Ve / 


S u zdbelt Lie E. 
no Ee Vsho 4“ p=3" 


Integriranjem te jednadžbe dobivamo T(V — b)f-1 = konst. 
4.29. 4 kg helija komprimiramo izotermno od stanja A(l14 K, 1 bar) u stanje B 


(14 K, 40 bar). Helij je idealni plin. Koliko su se promijenile Gibbsova funk- 
cija G, Helmholtzova funkcija A i unutarnja energija U? 


bdG=—SdT+Vdp=Vadp 
B B 
ad DB 3 
Ga —Ga= | Vdp = »RT one == 429 + 107]. 
A A 


dA=—SdT-—pdV=—pdV 


B 
A=ui= sjeni ras Ga — Ga = 429 + 105]. 
A 


dU = 0, jer je temperatura ostala ista, 
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4.30. Joule- Thomsonov koeficijent u = (55) je mjera za efikasnost hlađenja 
h 


plina u procesu prigušenog protjecanja (tzv. Joule- Thomsonov proces). 
a) Pokažite da općenito, za bilo kakav plin, vrijedi relacija: 


| 1 dV 
=—|Ti=| —v 
"a (92), 
b) Pokažite da je za idealan plin u = 0: 


> a) Polazimo od druge T4S jednadžbe: 
ov 


fdS=edT=rI (51), % 


Općenito vrijedi dh = T dS + v dp, odnosno TdS = dk — vdp. Za proces prigušenog pro- 
tjecanja vrijedi dh = 0, pa proizlazi: 
dv 


€p dT — [7 (2), - o] dp =0 


G-a le)“ 
plu o LolT/, I 


b) Iz jednadžbe idealnog plina pv = RT proizlazi: 


Uvrštavanjem dobivamo (5) = 0 
Op/n 


4.31. Van der Waalsovom jednadžbom se pokušavalo opisivati ponašanje realnih 
plinova. S tim u skladu za prigušeno protjecanje Van der Waalsova plina 
trebali bismo dobiti sve tri mogućnosti, tj. » = 0 (grijanje, T = konst., hla- 
đenje) — ovisno o početnoj temperaturi i vrsti plina (konstante a i b). 
Pokažite da se Van der Waalsov plin zaista tako ponaša. Zbog lakšeg računa 
zanemarite član drugog reda u aib. 


> U Van der Waalsovoj jednadžbi (2 + 2) lesa S BiTi blje suočio eo dbiko: 


diči : : M 1. 26 " - 
rekcije u odnosu naprama idealnom plinu, zanemarimo član 22 au članu — 7, za p supsti- 
tuiramo izraz iz jednadžbe idealnog plina. Proizlazi: 
RT RTb—a 
=-—+-—— >. 
Vv V 


D 


Deriviramo tu jednadžbu po T uz konstantni p: 


_R Rb ov RT. 2(RTb— "| 
Ani vu ai u v? , 


Sređivanjem dobivamo: 


b Za 
(22) = agree s 20) 
T), S ik uš! 


Vv Vv 
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e : o . 
Uvrštavanjem u izraz u = — [7 (57) m v| dobivamo 
P p 


- (2 -2(-') 
m Jao a RT 2 


Očito je da ovisno o T', može biti » E 0. 


Temperatura inverzije je određena sa u = 0. Proizlazi. 


2a i e doje Moki 
Tinv S Sr +. Dakle, temperatura inverzije ovisi samo o vrsti plina: 


Rb 
2 
4.32. Za plin čija je jednadžba stanja p 5 1+ 58 gu 7) Gde, | a 
konstante B i C ne ovise o temperaturi, odredite Joule- Thomsonov koefi- 
. OT La Ma : m 
cijent u = (55) . Pokažite da taj plin nema temperaturu inverzije. Ako 


uzmemo da su B i C virijalni koeficijenti, tom jednadžbom opisujemo pona- 
šanje realnog plina, s tim da se B i C odrede eksperimentalno. Objasnite pri- 


vidni paradoks u gornjem rezultatu. 


\> Iz uvjeta da je u procesu entalpija konstantna, dobivamo: 


dH == TdS + Vdp = 0, odnosno V = — T (55) s 
P/E 


pa jednadžba stanja prelazi u: 
_ _»#RT odd nB_ n2C 
P- OS 2S 2 fes | 
T (2 T (5) T: (2 
i o»]u op/u 6p/u 
Da bismo odredili (5) , cijelu jednadžbu deriviramo po p uz konstantni H. Pri tome uzi- 


%])a 
mamo u obzir da je: 


Izlazi; (5) = 
: pla nB n2C : 
nR|2 - _3 o 
%/m p/H 
=) =a Dakle, taj 


Taj izraz je jednak nuli samo za (5) = 0, ato je nemoguće, jer je (2 
8p/a %»/a 


plin nema temperaturu inverzije. 

Prividan nesklad s ponašanjem realnog plina je zbog toga što smo ovdje pretpostavili da koeficijenti 
Bi Cc ne ovise o temperaturi. Stvarni virijalni koeficijenti ovise o temperaturi. Kada se virijalni 
koeficijenti određuju za različite plinove (iz p- V-T dijagrama), temperatura se uzima kao parametar, 
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4.33. Koji je proces hlađenja plina efikasniji: kvazistatična adijabatska ekspanzija 
ili prigušeno protjecanje? Promatramo sniženje tlaka za Ap polazeći od 
istog početnog stanja. 


I bez računa znamo da adijabatska ekspanzija u nekim slučajevima znatnije hladi. Naime, 
adijabatskom ekspanzijom plin uvijek dolazi na nižu temperaturu, dok prigušeno protjecanje ne 
daje nikakav efekt hlađenja za idealni plin. Realni plin se čak i grije ako se prigušeno protjecanje 
zbiva na T > Tingyerzije. Pokazat ćemo da je od ta dva procesa, adijabatska ekspanzija efikasnija 
u smislu hlađenja i na temperaturama nižim od temperature inverzije. 


Za prigušeno protjecanje vrijedi: 


Ci dk ras 


2 (0T Op 7) : m a 
U ZA ZEN o PžtN =: a 
Z pomoć relacije Ka ). ( E S). ( 8T), 1 dobivamo za adijabatsku ekšpanziju: 
(2), _ (or) 
(52) __ 12/1 _\8T/, _ TVa 
80 /s 7) (5) Pi 
2T/, 2T), 


Tu smo upotrijebili Maxwellovu jednadžbu: (2 ) = (8) i 
T p 


2 
Imamo: (5) —_ (2) = ze > 0 odnosno 
op /s dla 
(2) (2) 
op /s pla 


4.34. Kad voda prelazi iz čvrste faze (led) u tekuću, entropija vode se povećava za 
AS = 22J/mol K. 
a) Prema principu povećanja entropije spontano se odvijaju procesi u ko- 
jima se entropija povećava. Ako je tako, zašto se led ne tali na normalnom 
tlaku i na temperaturama nižim od 0 2C? 
b) Pomoću principa povećanja entropije izračunajte temperaturu taljenja 
leda pri normalnom tlaku. 
Latentna toplina taljenja leda je Op = 6,01 + 10? J/mol. 


> a) Za pretvorbu leda u vodu prilikom taljenja je (A S).is > 0. No, treba vidjeti kolika je ukupna 
promjena (AS)., entropije svemira. Može se lako pokazati (vidi u rješenju b) zadatka!), da bi u 
tom procesu za T< 273,15 K bilo (AS),, < 0. Dakle, led se ne može taliti uz normalni tlak i na 
temperaturi nižoj od 273,15 K, jer bi se to protivilo principu povećanja entropije. 


b) Za taljenje leda promjena entropije. sistema je (AS)use = 22 JI/mol K. No, prilikom taljenja 
leda uzima se iz okolice toplina Qy potrebna za taljenje. Time se entropija okoline smanji za (AS) = 
Q 


=-7T* 


Ukupna promjena entropije svemira je: 


(AS): y- i (A S)aist + (A S)ox+ =: (ASYast 7 S. 


Iz uvjeta (AS).,. > 0 dobivamo 


T> s = 273,15K. 
sist 


4,35. Disocijacijom molekularnog vodika (H, > 2H) smanji se entropija vodika 
za AS =100J/mol.K. Toplina disocijacije iznosi Op = 4,2 + 10%]/mol. 
a) Zašto se H, ne disocira na sobnoj temperaturi? 
b) Pomoću principa porasta entropije odredite temperaturu iznad koje do- 
lazi do disocijacije vodika. 


. a) Na sobnoj temperturi bi promjena entropije svemira za taj proces bila negativna. Prema prin- 
cipu porasta entropije takvi su procesi nemogući. 


b) (A S%sv- = (A S)srst- + (AS). == (AS)sis. co QoplT > 0 


Op 420-105 


A Sla 105 = 4200 K. 


T> 


4.36. Uz normalni tlak toplina taljenja leda na OC iznosi 6,01 + 10% J/mol. Toplina 
isparavanja vode na 100 *C iznosi 40,66 10* J/mol. ' 
Srednji molarni termički kapacitet vode između OC i 100 C iznosi 75,5 
J/imol K. Izračunajte razliku entropija jednog mola vodene pare pri tlaku 
od | bari temperaturi od 100“C i jednog mola leda pri tlaku od 1 bar i tempera- 
turi od 0“C. 


Bb Ukupna promjena entropije sastoji se od tri dijela: promjene uzrokovane taljenjem leda, za- 
grijavanjem vode od 0 'C do100 C i isparavanjem vode na 100 *C. 


a.- [F = (AS), + (AS), + (AS)3, (AS), = CPU = 22,0 J/mol K 
T2 
9-0] - obr Sai 
Ti 
(A9)3 = 109,0 ——z 
Uj 


I (A S)Juk = 154,6 mol K' 


4.37. U tablicama se, za podatke koji karakteriziraju fazne prijelaze 1. vrste na- 
vode temperatura T, tlak pi AH prelaza. Tako, na primjer, za prijelaz vode 
iz tekućeg stanja u plinovito imamo ove podatke: 


I plbar AH 

K kJ/mol 
298,15 1,013 44,02 
373,15 1,013 40,66 


a) Odredite latentnu toplinu isparavanja vode na te dvije temperature i nji- 
hovu razliku. 


b) Odredite promjenu entropije, Helmholtzove funkcije i Gibbsove funkcije 
kod tih faznih prelaza. 
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ba)dH=TdS+Vdp=TdS = Q dp =0 
Q, (25 *C) = 44,02 + 10% J/mol, 
Qp (100 *C) = 40,66 + 10* J/mol. 


Vidimo da se latentna toplina isparavanja promijenila čak za 10%. Objasnite zašto. 


b) AS = AHJT, 
n J 
325 "C)= . 102 
AS (25 "C)= 1,48 + 10 AE? 
j 
o : ŽE a 
AS (100 *C) = 1,09 + 10 AK: 


Promjena od A nije karakteristična veličina za fazni prijelaz. No u slučaju isparavanja možemo je 
iz navedenih podataka odrediti. 


d4 = —SdT—pdV=—9Vy. 
dA = RT 

AA (25 *C)= 2,48 + 102 T/mol 

AA (100 *C)= 3,10 + 102 J/mol 

dG=Vdp— SdT=0 (dp=0idT=0) 


4.38. Tlak zasićenih para u prvoj aproksimaciji zadovoljava uvjete relacije » = 
= De-""T (vidi zadatak 4.39). Isto tako smatra se da zasićene pare zadovo- 
ljavaju uvjete jednadžbe stanja idealnog plina PV = nRT (također u prvoj 
aproksimaciji). Jesu li te dvije tvrdnje međusobno kontradiktorne? 


PB Istoćobio vrijede obje relacije. Ponašanje zasićenih para zadovoljava uvjet jednadžbe p = 
= nRTI/V stanja idealnog plina, jer je » obično malen, ali se (za danu smjesu tekućine i pare) 
s promjenom temperature mijenja i broj x molova pare. Relacija » = De-!"'"T sadrži cjelokupnu 
ovisnost tlaka zasićenih para o temperaturi, tj. i promjena od x u njoj je implicitno sadržana. 


4.39. Pokažite da je ovisnost tlaka zasićenih para o temperaturi u prvoj aproksi- 
maciji eksponencijalna funkcija: 


I gdje su A, Bi D konstante a / 


latentna molarna toplina isparavanja (odnosno mol. toplina sublimacije). 


p = De-"PT, odnosno ln » = B — 


: ; : dd I ; : 

B Polazimo od Clausius-Ciapeyronove jednadžbe 25 = OV REEI .  Zanemarujemo = speci- 
š i—V2 

fični volumen tekuće, odnosno čvrste, faze prema specifičnom volumenu pare, pa primjenom 


jednadžbe idealnog plina za paru dobivamo: 


dp_1drT 
Pp RT?" 
Iz te diferencijalne jednadžbe neposredno izlazi: 
1 
np=B- ili p=D-e"fT, 
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4.40. Tlak zasićenih para leda na temperaturama —9"C, —10*C i —11*C iznosi 
284,11 Pa, 259,98 Pa i 237, 98 Pa. "Tlak zasićenih para pothlađene vode na 
istim temperaturama iznosi 310,11 Pa, 285,98 Pa i 264,91 Pa. Izračunajte: 


a) latentnu toplinu isparavanja vode na —IO*C; 
b) latentnu toplinu sublimacije leda na —10 *C; 


c) latentnu toplinu taljenja leda na —10 *C. 


D> Upotrebljavamo Clausius-Clapeyronovu jednadžbu, koja opisuje fazni prelaz 1. vrste, u našem 
slučaju fazni prijelaz voda — para, odnosno led — para: 


, pen pa 
dT o TQG—v) 


9, je molarni volumen plinovite faze, v» molarni volumen tekuće (čvrste) faze, / latentna toplina 
isparavanja (sublimacije), » tlak zasićenih para, T temperatura na kojoj se fazni prijelaz zbiva. 
U našem slučaju vz možemo zanemariti jer je v2 < v,. Nadalje, zasićena para u ovom slučaju 
vrlo dobro zadovoljava jednadžbu idealnog plina (p/T je maleno), pa vrijedi vy = RT|/p. "Tako 
dobivamo: 
_ RN, dp 
Đ dT>? 


gdje možemo direktno uvrstiti zadane vrijednosti. 


8.31 + (263,16)? . 0,339. 
2,149 2 


= 4,539 + 10% —— 
mol 


a) lisp dr 
b) luo = 5,106 + 10*]/mol 


CO) ar = luo — lip = 5,67 + 10? I/mol 


4,41. Tlak zasićenih para različitih tvari dan je u tablicama relacijom: 
0,052 23 a 
logioP =b—-— 


Za čvrsti argon vrijedi :b = 14,2074ia = 7,8146 + 10? K, 
a za tekući argon vrijedi: b = 13,5938 i a == 6,825 + 10? K. 
Odredite: 

a) temperaturu trojne točke argona; 


b) molarne latentne topline isparavanja, sublimacije i taljenja argona u troj- 
noj točki. 


a) U trojnoj točki je tlak zasićenih para isti za tekuću i čvrstu fazu, pa dobivamo: 


0,052 23 (a — a.) 


ti = b a b, = 84,2 K; 
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b) Pomoću Clausius-Clspeyronove jednadžbe (vidi zadatak 4.39) dobivamo: 


Iz zadanih relacija za p dobivamo Ka : 


DJE RE jo 
1=0,05223 -a+R-In10 
lisp = 6,82 kJ/mol 
Luni = 7,81 kJ/mol 


lo ubi — lisp = 0,99 kJ/mol 


4.42. Sistem se sastoji od Skg vode pothlađene na — 10*C.u adiajabatskom oklopu. 
Lagano protresimo cijeli sistem i voda se naglo počne smrzavati. 
Kakvo je konačno stanje sistema? 
Srednji specifični termički kapacitet vode neka je €, = 4,19 J/g, a leda c, = 
== 2,09]/g u promatranom temperaturnom području, dok je latentna toplina 
skrućivanja L == 335 J/g. 


\> Voda se počne smrzavati, a latentna toplina skrućivanja se oslobađa i grije smjesu. Proces 
smrzavanja traje sve dok se ili sva voda ne smrzne ili dok se smjesa zagrije na temperaturu od 0 “C. 
U našem slučaju početna temperatura nije dovoljno niska da bi se sva voda zamrzla, pa ćemo kao 
rezultat dobiti smjesu vode i leda temperature 0 “C. 

Koliko je na kraju leda a koliko vode, ne možemo točno reći, jer nam nije poznata funkcionalna 
ovisnost sastava smjese o temperaturi smjese. Međutim, moguć je vrlo približan odgovor. Iz 
iskustva je poznato da se pothlađene tekućine skrućuju gotovo trenutno. 'Tako i za ovaj primjer 
možemo pretpostaviti da se odgovarajuća količina vode odmah pretvori u led, a oslobođena la- 
tentna toplina zagrije smjesu (koja se po sastavu više ne mijenja) do 0 *C. Ako masu stvorenog 
leda ožnačimo s x, dobivamo: 


Lx=[2-:x+c(m—xAT 


M ć€i AT 


Xx = LIT JAT = 0,59 kg. 


4.43. Pokažite, da su ireverzibilni ovi procesi: 
a) prigušeno protjecanje plina (Joule-Thomsonov proces); 
b) slobodna ekspanzija plina (tj. ekspanzija bez vršenja rada). 


BaH =konst, 
dH = TdS + Vdp = 0, 
V 
ds = F (- dp) >0. 


b) U = konst., 
dU = TdS — pdV = 0, 
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4.44. Blok aluminija je u početnom stanju pod tlakom od 1 bar na temperaturi 
300 K. Ako se temperatura povisi na 320 K uz stalni volumen, koliki će 
biti konačni tlak? 


U navedenom intervalu temperatura za aluminij imamo: 


4 . 10-51 -1 _pi(2P . 1019 
#=5(57), =7-10-5K-,  B= v(5#). > =7 +101 Pa, 


Bb Općenito vrijedi: » = P(T, V). Slijedi: 


2 op _(% E 
be (42) ,dT+ (57), dV = (52), dTjer dV = 0. 


d,p=f-B.dT 
P2—P.=BB(T,—T,) = 0,98 + 105 Pa 


: 4.45. Na blok polikristaličnog aluminija početne temperature 300 K i početnog 
tlaka 1 bar primijenimo tlak 10* bar. 


a) Povećanje tlaka je izotermno. Kolike su izmjene topline i rada s okolicom, 
te promjena unutarnje energije sistema? 


b) Povećanje tlaka je adijabatski proces. Kolika je konačna temperatura? 
U danom intervalu tlakova i temperatura vrlo malo se mijenjaju slijedeće 
relevantne veličine, pa ih možemo smatrati konstantnima; 


jE 7(87),- =7-10-*K-!, 6 =244]/molK 


mm Ga ge 0,7 + 101! Pa,_—v=10-*% m?/mol. 
2V]. 


B> U oba slučaja rješenje dobivamo primjenom 2. TdS jednadžbe: 


TAS = c6dT — T(57), dp. 
a)dT=0 
1(o9v 
TdS=40=—TV3 51), > — TV Bap 


Q=—TVB(P Ba = — 210,0 J/mol 
Vpdp __ 2.2 
w- [ar (2), p dp - [25 V(p# — Pd2B. 
W = — TLA J/mol 
AU = W — Q = — 138,6 J/mol 
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Sistemu predani rad znatno je manji od topline koja je izišla iz sistema. Zbog toga se unutrašrija 
energija sistema smanjila. Vidimo razliku s idealnim sistemima, npr. 8 idealnim plinom, za koje 
se U pri izotermnim procesima ne mijenja. 


b) TdS=0=€dT— r(3r), dp 


dT VB 
u sra dp 
VB 
— (P2—P1) 
Ta=T,ef = 300 K > 1,029 = 308, 73 K. 


4.46. Termički izolirana posuda (Dewar-posuda tankih stijenki) sadrži tekući helij 
temperature 4,2 K i normalnog tlaka od i bar. Pomoću vakuumske pumpe 
otpumpavamo adijabatski helijeve pare sve dok preostala tekućina i para ne 
ohladi do temperature 1 K. 

Koliki se dio početne količine helija ispari za vrijeme otpumpavanja? 


Podaci: U zadanom temperaturnom području latentna toplina isparavanja 
tekućeg helija vrlo se malo mijenja. Njena prosječna vrijednost iznosi L = 


= 22]1[g. 

Specifični termički kapacitet tekućeg helija iznosi: 
Ci=2,5 Jig K za 22 K<T<42 K 
co =0,104 + T*2]/g K za IK<T<22K. 


> Isparavanje se odvija na račun unutrašnje energije tekućine. Zbog toga se preostala količina 


helija hladi (adijabatski proces). Zbog isparavanja mase dm helija temperatura preostalog helija 
je snižena za dT, pa je: 


L(T)dm = m (T)dT. 


Odavde integriranjem dobijemo: 


Tz T) 
In (22) mi Z dT. 


Početna masa tekućeg helija je :nf preostala masa u tekućoj fazi na 2,2 K je m2, a masa tekućeg 
helija na 1 K je ma. 


Uvrštavanjem u prethodnu jednadžbu dobivamo: 


I (T2-TV 
m2 = mie 


LO 012-779) 
m3,=mz2 € 


ma3jmi = 0,66. U tekućoj fazi ostalo je = 66% helija, dok je isparilo «= 34%. Stvarno ispari ss 
ss 50% tekućine, jer proces nije savršeno adijabatski. 
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4.47. Neposredno iz 3. zakona termodinamike, lim S =0, proizlazi da mnoge 
: ; T-0 
termodinamičke veličine iščezavaju kad temperatura teži nuli. Takve su veli- 
čine npr. koeficijent termičke ekspanzije; kompresibilnost, termički ka- 
paciteti uz stalan tlak odnosno uz stalan volumen, magnetska susceptibil- 
nost, itd. Dokažite to za: 


2 : sd 1 /oV 
a) koeficijent termičke ekspanzije a = mA (27), : 


b) specifični termički kapacitet c, uz konstantan tlak. 


Pa) IZdG = V dp /— SdT dobivamo četvrtu Maxwellovu jednadžbu: 
(7),- (35) 
0T), RES 


u (2VY ae (28 _ 
im (57), — 0 jerlim (55), — % 
Dakle, i 


: 2 1(o9V 
Mme-joslr), e 


0 = lim S + lim T(37) = lim S + lim ey. 
T+0 T-0 %T), T—>0 T>0 


Prvi član na desnoj strani iščezava u skladu s 2. zakonom termodinamike, pa je: 


lim €, = 0. 
T-+0 


263 


LITERATURA 


1) Varićak M., Markovij B., Kranjec K, Turk M.: Zadaci iz fizike, Sveučilište u Zagrebu, 
Zagreb, 1971. 


2) Feynman R. P., Leighton R. B., Sands M.: The Feynman Lectures on Physics—-Exerc ses«, 
Addison- Wesley, Reading Massachusetts, 1964. ' 
Postoji i prijevod na ruski: Mir, Moskva, 1969. 


3) Saharov D. J.: Sbornik zadač po fizike 12. izd., Prosvješčenije, Moskva, 1973. 


4) Irođov I. E., Saveljev I. V., Zamša O. 7.: Sbornik zadač po obščej. fizike 3. izd., Nauka, Mos- 
kva, 1975. 


5) Gurjev L.G., Kortnjev A. V., Kucenjko A. N., Minkova S. E., Rublev Ju. V., Tiščenko 
V. B., Šepetuha M. I.: Sbornik zadač po obščemu kursu fiziki 2. izd., Visšaja škola, Mos- 
kva, 1972. 


6) Čertov A. G., Vorobjev A. A., Fedorov M. F.: Zadačnik po fizike, 3. izd., Visšaja škola, Mos- 
kva, 1973. 


7) Berkeley Physics Course, MacGraw-Hill, 1963. 
Postoji i prijevod na ruski: Nauka. 2. izd., Moskva, 1975. > 


Izdavačko poduzeće »ŠKOLSKA KNJIGA « — Zagreb, Masarykova 28 — Za izdavača: ANTUN 
ZIBAR — Grafički urednik: STJEPAN SAMBOLEK — Korektori: IVANKA PALEŠĆAK- 
-RADEŠIĆ i SONJA BABIĆ-JOVOVIĆ 

Tisak dovršen u kolovozu 1990. 


Naklada 1.400 primjeraka 


